SKOVTARNET

v./ Steen Toft Jergensen, steen@sigynsvej29.dk og
Steen Markvorsen, stema@dtu.dk, InterMat, August, 2021

Figur 1: Skovtarnet ved Gisselfeld. Link.

1.1 En geometrisk design- og konstruktions-opgave

Dette projekt gar ud pa at analysere de to mest basale strukturer i skovtarnet: Hvordan
fremkommer den signifikante gitterstruktur i tarnet og hvordan findes den spiral-kurve
langs tdrn-yder-fladen som danner basis for gangbroen fra bund til top? Se figurerne
ovenfor. Besgg selv tdrnet med henblik pa at blive inspireret til endnu flere interessante
opgaver og projekter — ligesom i folgende beskrivelser og i referencerne der: [Fra Steen
Toft’s hjemmeside] og [Et opleeg, STJ, 2020].

1.2 Opvarmning

Den tarn-flade, som intuitivt dannes/udspaendes af de to systemer af stdl-ror i tdrnet, er
tydeligvis rotationssymmetrisk omkring en z-akse, som gar lodret ned igennem midten
af tdrnet. Ved at rotere hele tdrnet nogle ganske bestemte vinkler omkring z-aksen atbil-
des stdl-ror systemet pd sig selv —i den forstand, at ethvert roteret ror bliver positioneret
preecis der hvor der for rotationen ogsa var et ror i systemet.

l Opgave 1

Hyvilke vinkler er der tale om i ovenstdende pdstand ndr det oplyses, at tarnet indeholder ialt
36 stdl-ror?
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1.3 Rotationer i planen

Vi beskriver forst rotation af et punkt p omkring origo O (i et seedvanligt {O, x,y}-
koordinatsystem) i planen. Med hensyn til det givne koordinatsystem har punktet p
koordinaterne p = (pj, p2). Koordinaterne (med hensyn til den seedvanlige basis {i, j}
for vektorer i planen) for stedvektoren p (dvs. vektoren fra O til p) er sd de samme:

p = (pl’ p2)|{0,x,y}

: ) @
p=pr-itp2-j=(pLr2,,

Il Seetning 1

Vi roterer p = (p1,p2) (og den tilherende stedvektor p) en vinkel v om O i po-
sitiv omlebsretning (dvs. mod uret) i planen. Derved afbildes p i et punkt g (med
tilherende stedvektor g), og koordinaterne for billedet g = (41, 42) er givet ved:

(91,92) = (p1-cos(v) — p2 - sin(v) , py -sin(v) + pa-cos(v)) )

hvilket pa matrix-form er aekvivalent med:

[ M } _ [ cos(v) —sin(v) } . { p1 } . 3)

qo sin(v)  cos(v) P2

|| Opgave 2

Vis, at den givne afbildning i seetningen har alle de enskede rotations-egenskaber for enhver
vinkel v, altsd at det netop er en rotation der beskrives ved (2) og (3):

1. Afstanden fra g til O er lig med afstanden fra p til O, sdledes at leengden af de respek-
tive stedvektorer p og g er ens. Vink: Leengden af p er ||p|| = /(p1)? + (p2)2.

2. Cosinus af vinklen mellem de to stedvektorer g og p er netop lig med cosinus til den
givne vinkel v i rotationen.

3. Punktet p er drejet vinklen v i positiv omlobsretning for at ramme q.

4. Hvilket punkt 7 ville blive ramt hvis vi roterede p vinklen v i negativ omlebsretning (dvs.
mod uret, dvs. vinklen —v i positiv omlegbsretning)?



Il Definition 2

Rotationsmatricen (rotations-operatoren) i ligning (3) vil vi benzevne med

o) = [ 40) ]

lll Bemaerkning 3

Leeg meerke til, at forste sejle i rotationsmatricen er enhedsvektoren (cos(v), sin(v)),
som netop er billedet af (1,0) ved brug af rotationen Ry (v). P4 samme made er den
anden sgjlevektor (—sin(v), cos(v)) netop billedet af (0,1) ved rotationen.

|| Opgave 3

Vis, at hvis vinklen mellem to givne vektorer a og b er 0, sa er vinklen mellem billedvekto-
rerne (Rp(v))(a) og (Ro(v))(b) ligeledes 6.

1.3.1 Diskrete rotationer i planen

For et givet punkt p kan vi nu bruge Rp(v) pd p = (p1, p2) med forskellige v-veerdier,
feks.v = 0,7/8,2mt/8,--- ,87/8 hvorved der fremkommer 9 jeevnt fordelte billed-

punkter pd den (halv-)cirkel, der har centrum i O og radius ||p||, se figur 2.

Hyvis vi kan rotere punkter, sa kan vi ogsa rotere kurver og andre geometriske objekter i
planen. De simpleste kurver i planen er de rette linjer. Enhver ret linje £ kan fremstilles
pa parameterform som i fremstillingen nedenfor, hvor p er et punkt pa linjen og e #
(0,0) er en retningsvektor for linjen (dvs. ud fra punktet p peger e og —e direkte i linjens
retning(er).
L r(u)=p+u-e

= (p1,p2) +u- (e, e2) )

=(prt+u-er, pptu-e)

= (r(u),r2(u)) , uekR

Den reelle parameter u lgber her fra —oco til +oo svarende til at punktet (r1(u), r2(u))
lober fra den ene ende af linjen (som ligger i uendelig i retningen —e fra p) til den anden
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Figur 2: Diskrete rotationer af punktet p = (2,1) i planen omkring origo.

ende af linjen (som ligger i uendelig i retningen e fra p).

Vi bruger nu Ry (v) pa alle punkterne pd linjen og far dermed en sekvens af linjer i pla-
nen ved f.eks. igen at veelge de 9 vinkelveerdier v; = 0,v, = 7/8,v3 = 27/8, - ,v9 =
87/8 — se figur 3, hvor p = (2,1) og hvor e er valgt til at veere enhedsvektorerne
e = (cos(0),sin(f)) med 6 = /3, 8 = mog 6 = 11/2 + arctan(1/2), henholdsvis.

L ri(u) = (Ro(vi))(r(u))'
B { Z?EE;’;Q ::zlsr(lr(fv)) ] | { 283 ] ()
[ ] g s

|| Opgave 4

Hvorfor fas rette linjer ndr Ry (v) bruges pa en ret linje som ovenfor?

|l Opgave 5

Hvad er vinklen mellem ethvert par af linjer £; og £; i hver enkelt af de tre sekvenser af 9
linjer i figur 3?
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Figur 3: Diskrete rotationer af tre forskellige startlinjer (linjestykker) igennem p = (2,1)
i planen omkring origo med forskellige e-vektorer for den rede start-linje.

1.4 Rotationer om z-aksen i rummet

rummet bruger vi et koordinatsystem { O, x, y, z} med tilsvarende basisvektorer {i, j, k }.
Et punkt p i rummet og den tilsvarende stedvektor p har sé tre koordinater p = (p1, p2, p3)-

Ved rotation af p omkring z-aksen bevares tredje-koordinaten p3. Dvs. alle billed-punkterne
q = (41,92, 93) som opnas ved rotationen af p har g3 = p3. Rotationen foregdr altsa ude-
lukkende i de to andre (x,y)-koordinater og de rotationer har vi allerede fundet og
udtrykt ovenfor ved hjelp af Rp(v). P4 matrixform har vi derfor direkte:

71 cos(v) —sin(v) 0 p1
[ q2 ] = [ sin(v) cos(v) 0 ] . [ P2 } ) (7)
q3 0 0 1 p3

|l Definition 4

Den udvidede rotationsmatrix vil vi kalde R, (v):

cos(v) —sin(v) 0
R;(v) = | sin(v) cos(v) O , (8)
0 0 1

saledes at vi kan skrive (7) kort:

q=(R:(0))(p) - )

Og den kan vi nu bruge pd punkter og geometriske objekter i rummet pd samme made
som vi ovenfor har brugt Ry (v) pd punkter og rette linjer i planen:



1.5 Rotation af rette linjer om z-aksen i rummet

Enhver ret linje £ i rummet kan fremstilles pa parameterform pa samme made som de
rette linjer i planen. Vi veelger et punkt p pé linjen og en retningsvektor e # (0,0,0) for
linjen. S kan £ repreaesenteres séledes:

L r(u)y=p+u-e
= (p1,p2,p3) +u- (e1,e2,3)
=(prtu-er, pptu-e, pstu-es)
= (ri(u),r2(u),r3(u)) , uwekR

Vi kan bruge R;(v) pa linjen L for en sekvens af rotationsvinkler v;, i = 1,--- ,n og far
dermed en sekvens af linjer i rummet — se allerede nu figur 7.

(10)

Li o ri(u) =Re(0;)(r(u))
! cos(v;) —sin(v;) 0 ] [ ri(u) ] (11)
= | sin(v;) cos(v;)) O | - | r2(u) , i=1--,n .
0 0 1

|| Opgave 6

I'hvilken hejde, dvs. for hvilken z-veerdi kommer de roterede linjer teettest pd z-aksen? Vink:
Hgjden kan findes ved hjeelp af projektionen af linjen r(u) pa (x,y)-planen.

Selve tarnfladen fremkommer nu ved at bruge alle vinkler i hele parameteromradet
[0,27t]. Dvs, tarnfladen kan beskrives ved folgende parameterfremstilling, som er en
funktion af de to variable u og v.

Te+ F(u,0) = (Re(v))(r(u))
[ cos(v) —sin(v) 0 ] [ r1(u) ]
= | sin(v) «cos(v) O |- | r2(u) , u€R vel0,2rn]
1
(12)

lll Eksempel 1

Et af de simpleste eksempler pé en tarnflade fés ved at veelge b = 0, dvs. p = (1,0,0) og
e=(0,0,1):

r(u) = (r(u),ra(u),r3(u)) =(pr+u-e, pp+u-ex, ps+u-ez)

=(0,0,u) , (13)



saledes at

L 0 0 1 U (14)
cos(v)
= | sin(v) , ueR , ovel0,2n] ,
| u

som fremstiller en cylinder med z-aksen som center-akse og tveersnitsradius 1, se figur 4.

<

Figur 4: Cylinderen fra eksempel 1.

Il Opgave 7

Hvilke “tarnflader” 7, frembringes ved ovenstdende ligning (12) nar vi velger folgende
respektive ingredienser til parameterfremstillingen r(u) for den rette start-linje som roteres
om z-aksen. (Illustrér med et passende matematik-veerktej.)

1. p=(1,0,0)0ge=(0,1,0)
2. p=1(0,0,1) oge=(0,0,1)
3. p=1(0,0,1) oge = (0,1,0)
4 p=1(0,0,1)oge=(0,1,1)

1.6 Reguleere tarn-flader

Vi antager, at £ ikke skeerer z-aksen, ikke er parallel med z-aksen, og ikke er vinkelret
pa z-aksen (jvf. opgave 7). Sa har £ netop ét punkt som er teettest pd z-aksen, og vi vil
antage at dette punkt har koordinaterne p = (4,0,0) for et bestemt a > 0. (Hvis dette
ikke er tilfeeldet kan vi altid veelge et nyt koordinatsystem med samme z-akse, sd det



bliver opfyldt.) S& er forste-koordinaten for retningsvektoren e nodvendigvis 0 (ellers
ville £ ikke have mindste afstand til z-aksen i punktet p):

p=1(a,00) , a>0

e=(0,b1) , beR-{0} (15)

|| Opgave 8

Overvej ovenstdende pdstande, og vis, at vi altid under de givne betingelser kan veelge e pa
den angivne form, altsd med e3 = 1.

Vi kan nu formulere en mere preecis definition af de flader, vi er interesserede i:

Il Definition 5

En reguleer skovtarn-flade 7, ;) er givet ved parameterfremstillingen (ligesom i den
generelle fremstilling (12)):

Tap  Fap(u,0) =R (0))(r(u)) , ueR vel02n] , (16)

hvor den benyttede startlinje, der roteres omkring z-aksen, nu er bestemt ved de to
konstanter a og b:

Loy + r(uw)=(00)+u-(00b1) , a>0 , beR-{0} . (17)

Nar a og b er givne har vi derfor eksplicit:

[ cos(v) —sin(v) 0 a
Tap) : Fap(uv)=| sin(v) cos(v) 0 || u-b
0 0 1 U

: a-cos(v) —u-b-sin(v) (18)

= | a-sin(v) +u-b-cos(v)
u

lll Eksempel 2

Hyvis vi veelger konstanterne a = 1 og b = 1/2 fas det reguleere skovtdrn som er vist i figur
5. De tilherende 14 rette linjer (stal-ror pa fladen), som fremkommer ved at veaelge konstante
vinkler fra vinkel-sekvensenv € {0, t/7,27t /7,37t /7, - - ,1371/7} i parameterfremstillingen
Fyy 1)(u, ) er vist til hojre i figuren.

Nl—



Figur 5: Det reguleere skovtdrn F, )(u,v) samt 14 ror i den tilsvarende ror-

1
konstruktion. ’
1.6.1 Ligningen for reguleere skovtarne
Hvis vi skriver de tre koordinatfunktioner for F, ;) (u, v) fra (18) pa formen
x=a-cos(v) —u-b-sin(v)
y=a-sin(v) +u-b-cos(v) (19)
z=u ,

sd fas det af en (rimelig simpel) udregning, at x, y, og z tilfredsstiller folgende anden-
gradsligning:
x% + yz —(b-2)2=4a% foralleu ogv . (20)

ll Opgave 9

Vis ovenstdende pastand, dvs.: Hvis x, y, og z er givet ved ligningerne (19), sa er ligning (20)
opfyldt for alle u og v.

lll Opgave 10

Vis ogsa omvendt: Hvis (x, y, z) tilfredsstiller ligningen (20) sd ligger punktet (x,y,z) pa det
reguleere skovtarn 7'(%;,), dvs. sd findes der u og v, sddan at (19) ogsa er opfyldt.

lll Opgave 11

Brug ligningen for 7, ), altsd ligning (20), til at vise, at F, ;) (1, v) og F, _y)(u,v) er parame-
terfremstillinger for den samme flade.

De to stélrers-versioneringer af henholdsvis 7, ;) og T, _) er vist i figur 7. Dermed
har vi endelig konstrueret/udtrykt hele det dobbelte stilror-system for alle reguleere
skovtarne.



10

Figur 7: Her vises 28 ror fra (den dobbelte) konstruktion af 7‘(1, L= ’721,_ 1)

l Opgave 12
Vis, at felgende ogsd er en parameterfremstilling for 7, ;), hvor igen parametrene er u € R
ogv € [0,27]:

Tap + Q(u,v) = (a-cosh(u)-cos(v), a-cosh(u) - sin(v), (%) -sinh(u)) . (21)

Dette viser eksplicit (igen), at tarnfladerne 7, ;) er omdrejningsflader og at de har generator-
meridiankurverne 7, ) (#) = (a - cosh(u),0, () - sinh(u))) i (x,z)-planen. Med andre ord:
De enkelte tdrnflader kan ogsé fremstilles ved at rotere kurverne 7y, ;) om z-aksen. Alle disse
kurver er hyperbler — de tilfredsstiller folgende ligning i (x, z)-planen:

?—(b-2)?=a* , (22)

hvilket jo i evrigt fas direkte af tdrnligningen (20) ved simplethen at seette y = 0. Derfor
kaldes de reguleere tarnflader ogsa hyperboloider.
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1.7 Ledekurven for spiral-gangbroen i skovtarnet

Gangbroen i skovtérnet folger en kurve som ligger helt i tdrn-fladen 7, ;). Det er den
kurve, vi vil kalde ledekurven for gangbroen. En parameterfremstilling for den kurve
fas direkte af parameterfremstillingen F, ;) pa folgende made.

Vi skal blot beveaege et punkt pa den rette linje (1) samtidig med at linjen roteres rundt
om z-aksen ved hjeelp af R;(v). Dette opnads ved at lade parameteren u i r(u) vere en
funktion af vinkel-parameteren v for rotationen. Dvs. hvis vi indseetter u = h(v) for
en passende funktion & i F, ;) (u,v) fas en kurve pa térnfladen 7, ;, som typisk er en
spiral-lignende kurve — hvis vi blot kreever, at 1’ (v) # 0 séledes at beveegelsen foregér
samtidig bdde opad og rundt om tarnfladen.

Hvis vi veelger h(v) = k - v med f.eks. k = 1/7 fas spiral-kurven i figur 8. Det ses tyde-
ligt, at haeldningen af kurven i forhold til lodret er storre pa midten af tdrnet end i top
og bund. Det skyldes at beveegelsen ndr hurtigere rundt (pa en kortere straekning) pa
midten, men med det samme ‘loft’ som i top og bund.

Det kan vi ogsd indse ved at finde enhedstangentvektoren til kurven. For en generel
veerdi af k > 0 har vi spiralkurvens parameterfremstilling:

Sapk) ¢+ Sapk)(v) = Fap (k-0,0)

[ cos(v) —sin(v) 0 a

= | sin(v) «cos(v) O |-| k-v-b
1

0 0 k-ov (23)

[ a-cos(v) —k-v-b-sin(v)
= | a-sin(v)+k-v-b-cos(v) , veER
k-ov

Denne rumkurves hastighedsvektor er:
& (v) =(—(a+b-k) sin(v)—k-b-v-cos(v), —k-v-b-sin(v)+ (a+b-k)-cos(v), k) ,

og farten i bevaegelsen er sa:

|8 (@) = /b2 k2 (1+02) +2-k-b-a+a?+ K2 (24)

Heeldningen «a(v) af spiralkurven i forhold til lodret er 3.die koordinaten af enhedstan-
gentvektoren:

e(v) = 2O (25)
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Det vil sige:
k

a(v) =
(®) V2 k2 (1402)+2-k-b-a+a?+ k2
Heraf fas direkte, at heeldningen a(v) er storst for v = 0, dvs. midt pé tarnfladen, som
pastdet ovenfor.

(26)

7

Figur 8: Spiralkurven S (1,1,3) pa tarnfladen 7'(1’ 1)

NI—

1.8 Avanceret, ekstra: Hvordan opnas konstant
haeldning/stigning af spiral-gangbroen?
I dette afsnit vil vi sluttelig undersege, hvordan funktionen /1(v) kan vaelges, sadan at

spiralkurven S, ;) far konstant heeldning i forhold til lodret.
For en helt generel lofte-funktion /(v) har spiralkurven nu parameterfremstillingen:

Sapn) ¢+ Gapn) (0) = Fup(h(v),0)
[ cos(v) —sin(v) 0 a
= | sin(v) cos(v) O] . [h(v) -b]
v)

0 0o 1 h( 27)
[ a-cos(v) —h(v)-b-sin(v)
= | a-sin(v) +h(v) - b-cos(v) , vER
h(v)

Denne rumkurves hastighedsvektor &' (v) kan nu udtrykkes via den afledede funktion
h'(v). Farten i beveegelsen og dermed heaeldningen fas derefter:
I (v)

N B 0 (0 SR e e ey e e e (25)
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Hvis vi — ligesom i de konkrete eksempler ovenfor — nu igen seetter a = 1 og b =
1/2 samt eksplicit veelger at gd efter en konstant haeldning pa « = 1/10, skal vi altsa
lose folgende differentialligning for at bestemme en lofte-funktion k(v), som netop giver
denne heeldning:

W (0) = 21—0~\/5~(h’(v))2+4-h’(v)+h2(v)+4 , (29)

hvorfra vi kan isolere (den positive) funktion h'(v) (ved at lose en passende 2.grads-
ligning):

W (o) (24 /1584 + 395 12(0)) . (30)

"~ 395
Dermed har vi fundet en (ganske vist noget kompliceret) differentialligning for h(v),
og den kan loses (numerisk) hvis vi samtidig specificerer en begyndelsesveerdi, f.eks.

h(0) = —4 (som igen er motiveret af de konkrete eksempler ovenfor, hvor bunden af
tdrnfladen netop er placeret i z = —4 svarende til u = —4 i parameterfremstillingen
F.1)).

(12)

Resultatet /1(v) er vist i figur 9, og den tilherende spiralkurve S (1,1,1) €F preesenteret i
tigur 10.

Figur 9: Den funktion h(v), som giver konstant heeldning «(v) = 1/10 for spiralkurven
pa tarnfladen Fq 1.

NI—

ll Opgave 13

Undersog, hvad der foregdr i felgende blog, og vis, at det resultat, som praesenteres der, giver
en gang-bro haeldning som kun nesten er konstant og som faktisk ogsa kun nesten ligger pa
den preaesenterede tarnflade: [Intmath.com blog]


https://www.intmath.com/blog/mathematics/spiral-around-a-hyperboloid-the-effekt-bridge-11518

14

Figur 10: Spiralkurven S ; i) pé térnfladen 7, 1, med en “lofte’-funktion h(v) som gi-

Nl—=

ver konstant heeldning i forhold til lodret.

Il Opgave 14

Vi kan folge ideen i ovenneevnte blog pa felgende made: Vi ser pa den tirnflade, der dannes
ved rotation af hyperblen (cosh(u),0,sinh(u)) omkring z-aksen, se opgave 12. Vi bevaeger et
punkt pa den hyperbel samtidig med at hyperblen roteres, dvs. vi veelger igen en funktion f
og seetter u = f(v). Derved far vi - for s& vidt at f'(v) > 0 —igen en spirallignende kurve pa
tarnfladen pa folgende made:

11¢(v) = Ry(v)(cosh(f(v)),0,sinh(f(v))) , veER . (31)

1. Find heeldningen af kurven 7 i forhold til lodret nér f(v) = v, og vis, at heeldningen
igen er storst pa midten af tdrnet — men ogsd, at heeldningen er meget teet pd at veere
konstant.

2. Bestem (evt. kun numerisk) f(v) saledes at 774 far konstant heeldning i forhold til lodret.

1.9 Ekstra: Dimensionering af det faktiske skovtarn

ll Opgave 15

Find data for det 'rigtige” skovtarn og modificér de konstanter, der er benyttet i denne pro-
jektbeskrivelse sadan at skovtarn-fladen og gangbroen (f.eks. antal vindinger i 'ledekurven’)
kommer til at stemme overens med de virkelige data.
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1.10 Avanceret, ekstra: Alternative skovtarne med
ellipse-tvaersnit

De reguleere skovtdrne ovenfor har cirkuleere tveersnit: Ved skeering med horisontale
planer fas cirkler i de planer.

lll Opgave 16

Givet et reguleert skovtarn 7, ;): Hvad er radius af cirklerne som funktion af den hejde, hvori
der skeeres?

Vi deformerer nu hele skovtarn-fladen ved at dividere alle x-koordinaterne for alle
punkter pd fladen med en positiv konstant ¢ > 0. Derved opnds en ny flade, som er
lidt sammenpresset eller udvidet i x-akse-retningen.

lll Opgave 17

Vis, at det deformerede tarn (stadig) er dobbelt retlinet frembragt, dvs. de rette ror-linjer fra
tarnet med de cirkuleere tveersnit ved deformationen afbildes over i rette ror-linjer pa tarnet
med det elliptiske tveersnit.

lll Opgave 18

Vis, at det deformerede tarn har elliptiske tveersnit: Ved skeering med horisontale planer fas
ellipser i de planer. Hvad er halvakserne for de ellipser som funktioner af den hejde hvori
der skeeres? Vink: Wiki/Ellipse.

lll Opgave 19

Hvordan fds nu konstant heeldning pa spiral-gangbroen péd det deformerede tarn?

SLUT


https://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse
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