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Lgsning af ligninger og talmaengder

Vi gnsker at lgse ligningen a-x+b =0, hvor a,b er naturlige tal N ={0,1,2,...} . Kan vi finde en Igsning
til denne ligning, ndr x ogsa skal veere et naturligt tal? Vi starter med tilfaeldet, hvora # 0og b=0.
Ligningen ersa a-x =0, der har Igsningen x=0.Hvis a = b = 0 s er alle naturlige tal Igsninger. Hvis
b#0,sder b>0 ogdermeder a-x+b>0 foralle x € N, hvorfor ligningen ikke har nogen Igsning.

Vi har brug for flere tal. Hertil kan vi fgrst bruge de hele talZ = {...,—2,—1,0,1,2,...}. Nu er a,b hele tal og
vi antager at a ikke er 0. Sa vi pr@ver nu om vi kan Igse ligningen, nar x er er et helt tal. Det viser sig at vi
ikke altid kan finde en Igsning, idet vi kan omskrive ligningen til a - x = —b. Hvis vi skal Igse denne ligning,
skal vi dele med a p3 begge sider af lighedstegnet. Men, s ma a gd op i b . Dette er ogsa tilfeldet, hvis vi
ser pa ligningen5x + 10 = 0; der finder vi at Igsningen er x =—2. Men ser vi pa ligningen 5x+12=0, er
der ingen Igsning inden for de hele tal, idet 5 ikke gar op i 12.

Selv om vi har flere muligheder med de hele tal, sa vi har altsa ogsa brug for de rationale tal

Q= {§|p,q € Z,q # 0}. | denne talmaengde har ligningen a - x + b = 0 nemlig altid en Igsning x = —2

a

for alle rationale tal a og b, nar blotigena # 0.

Hvis vi gerne vil Igse andengradsligningen x> +a=0, hvor a er et rationalt tal, kan denne ligning ikke
Igses hver gang, altsa for ethvert valg af a. Ser vi pa ligningen x*=9=0 , har den to Igsninger x =—3 og

X =3. Men ser vi pa ligningen x> =2 =0 eller skrevet som x* =2 har ligningen ingen rational Igsning. De
to velkendte reelle Igsninger +v/2 er ikke rationale:

@velse 1

a) Forsgg at forsta beviset nedenfor for pastanden om at ++/2 er irrationale tal. Der er tale om et
modstridsbevis. Gengiv beviset for din sidekammerat.

Antag modseaetningsvist, at V2 er et rationalt tal. S& kan tallet skrives som en brgk mellem hele tal %. Vi kan

antage at brgken er uforkortelig - ellers kan vi bare forkorte den i bund. Vi kan sa skrive

2 2
(f) = ;’—2 =2 p2 = 2q2 . Hgjre siden er et lige tal. Derfor md p ogsa veere et lige tal. Vi kan derfor

skrive p =2r, hvor r er et helt tal. Vi kan derfor ogsa skrive 4r* = 2q2 o2 = qz, som viser, at g ogsa
et lige tal. Nar bade p og g er lige tal, kan brgken mellem dem forkortes. Det er i modstrid med hvad vi

antog fra starten, nemlig at brgken er uforkortelig. Og sa er pastanden bevist, altsa V2er ikke et rationalt
tal. Hvorfor er —/2 sa heller ikke et rationalt tal?

Vi har nu set at ligningen x> =2 =0 ikke har nogen lgsning inden for de rationale tal. Men der findes en
stgrre talmaengde, de reelle tal R hvori Igsningerne x = —/2 og x = /2 netop optraeder.

Ligningen skal ikke aendres ret meget for at vi far brug for endnu flere tal. Ser vi nemlig pa ligningen

x> +1=0, s& har denne ligning ingen lgsninger inden for de reelle tal, idet ligningen jo kan skrives som
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x> =—1, men x* >0 for ethvert reelt tal x. S vi har igen brug for flere tal for at kunne handtere den
slags ligninger. Vi vil derfor nu introducere det naeste tal-rum i raekken

NcZcQcRc?

De kompleks tal

Vi lader C betegne maengden af alle par (a,b) af reelle tal. Og vi definerer en made, hvorpa vi kan leegge

tal sammen i maengden C ved at indfgre summen af to par
(a,b)+(c,d):(a+c,b+d)

for alle par (a,b) og (c,d) i C. Man genkender det som vektoraddition. Maden virker maske naturlig,

men vi vil ogsa gerne gange tal-par sammen i C - fordi det kan vi i de andre tal-rum og det er helt
ngdvendigt for at finde Igsninger til ligningerne. Her indfgrer vi en smart made

(a,b)-(c,d) =(ac—bd,bc+ad)
for alle par (a,b) og (c,d) i C. Viser forst pa et eksempel.

Eksempel 1

Set z= (2,3) og w= (—1,4) . Vi finder sa sum og produkt af de to par i henhold til opskrifterne ovenfor:
z+w=(2,3)+(—1,4):(2—1,3+4)=(1,7)
z-w=(2,3)-(—1,4)=(2'(—1)—3-4,3-(—1)+2-4)

(-14,5)

Maengden C udstyret med regneoperationerne plus og gange kaldes de komplekse tal.
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Figur 1. Pa figuren ses to komplekse tal z og w samt deres sum og produkt.



Leeg meerke til at det i Figur 1 ser ud som om at laengden af stedvektoren til punktet (det komplekse tal) z -
w er produktet af de to leengder af henholdsvis stedvektoren til z og stedvektoren til w. Og at vinklen fra x-
aksen til z - w er summen af de to vinkler fra x-aksen til henholdsvis z og w. Det er ikke tilfeeldigt — det
geelder helt generelt for produktet at to komplekse tal — se seetning 1 og beviset i gvelse 8 nedenfor.

Der geelder en reekke regneregler for de komplekse tal. De fglger direkte af regnereglerne for de reelle tal.

For eksempel kan vi naturligt betegne det komplekse tal (0,0) med 0, og heraf far vi at
z+0= (a,b) + (0,0) = (a +0,b+ 0) = (a,b) = z . Desuden kan vi lige sa naturligt betegne det komplekse
tal (1,0) med 1 og tilsvarende betegne det komplekse tal (a, 0) med a for ethvert reelt tal a. Pa den made

optraeder de reelle tal som en delmaengde af de komplekse tal.

Som det modsatte tal til (a,b) kan vi derfor bruge (—a,—b) og endelig kan vi dividere saledes, nar blot
z = (a,b) # (0,0):

1_ 1 _( a —b )
z (a,b) \a?+b2’a?+ b2
@velse 2

a) Vis, at division af 1 med z ngdvendigvis ma have dette udtryk, sddan at z - G) = 1forallez # 0.
Bemaerk, at man ved simple udregninger ser, at
(a,0)+(b,0) = (a +b,0) og (a,O)'(b,O) = (a ~b,0)

| overensstemmelse med, at de reelle tal er en delmaengde af de komplekse tal, hvis vi som naevnt

identificerer a som et reelt tal med (a,O) som et komplekst tal.
Bemaerk. En udregning viser, at (0,1) . (0,1) = (O -0 —1-1,0-1+1-0) = (—1,0) .

Hvis vi seetter i = (0,1), kan vi bruge ovenstaende til at udregne i* = (—1,0) = —1. Hvis vi anvender, at de

reelle tal er en delmaengde af de komplekse tal, kan vi for alle reelle a,b skrive
(a,b)=(a,0)+(0,6)=(a,0)+(,0)-(0,1)=a+bi
og heraf fglger
(a+bi)-(c+di)=ac+adi+bci+bdi* =(ac—bd)+(ad +bc)i

Sammenlign med definitionen pa produkt af par ovenfor inden for de komplekse tal. Bemaerk specielt, at
nar man ganger med i, sa drejer det komplekse tal 90 grader mod uret.



Figur 2. Vi ser hvordan et komplekst tal drejes 90 grader mod uret, nar man ganger det med i.

@velse 3
lad z=542i og w=3—4i vare komplekse tal.

a) Beregn z+wog z-w.

. 1 z
b) Find — og beregn —.
w w

Et par definitioner og notationer: Lad z = (a,b) = a + b - i veere et vilkarligt komplekst tal. Da defineres
det komplekst konjugerede tal til z ved Z = a — bi. Og modulus eller laengden af det komplekse tal z =
(a, b) defineres ved laengden af stedvektoren til punktet z = (a, b) og betegnes |Z| =+a’+b* . Det

reelle tal a i det komplekse tal z = a + b - i kaldes realdelen af z og betegnes med Re(z) =
Re(a+1i-b) = a.Detreelle tal b i det komplekse tal z = a + b - i kaldes imaginaerdelen af z og betegnes
med Im(z) = Im(a +i-b) = b.

Bemaerk, at z og 7 altid har samme realdel, Re(z) = Re(Z), og at z og Z altid har modsatte imaginaerdele,
Im(z) = —Im(2).

3

Figur 3. Det komplekse tal z og dets konjugerede tal z .



@velse 4

a) Vis, at z-7=2%.

1 _
b) Vis, at man heraf kan man slutte, at der for z # 0 gaelder, at — = W-Z .
z z

1
2

1
c) Kontroller, at udtrykket man i b) finder for — stemmer overens med det ovenfor angivne udtryk.
z

@velse 5
2

a) Set z=1+1i ogberegn z'*.

Geometri og komplekse tal
Vi kan skrive et komplekst tal pa en anden made end blot som et punkt z = (a,b) i det saedvanlige

koordinatsystem. Vi kan bruge poleere koordinater til at beskrive punktet og dermed det komplekse tal:

Hvis z # (0,0), sa danner stedvektoren til punktet (a,b) en vinkel 8 med fgrsteaksen, og vi kan skrive
z=r71"-(cos(0) +i-sin(@)), hvorr =|z| > 0.
Vi siger at z er skrevet pa polaer form.

Vi kan altid repraesentere z som ovenfor med en vinkel 8, som ligger i intervallet | — 7, t]. Alle andre
vinkler som giver praecis det samme komplekse tal i den polaere form forzersa @ = 6, + 2p - whvorp
er et vilkarligt helt tal.

Notation: Den seerlige vinkel 8, i intervallet | — 7, 7] som kan bruges i den poleere form for z kaldes
hovedargumentet, eller blot argumentet, for det komplekse tal z og skrives arg(z) = 6,.
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Figur 4. Det komplekse tal pa polaer form.

Ved at bruge de sakaldte additionsformler for sinus og cosinus kan vi nu bevise fglgende szetning:



Saetning 1
Lad z =r-(cos(6)+i-sin(0)) og w=s-(cos(¢)+i-sin(p)) veere komplekse tal. Da gaelder
z-w=r-s-(cos(f+@)+i-sin(@+p)).

Altsa, hvis man ganger to komplekse tal med hinanden, skal man gange leengderne sammen og addere
vinklerne, praecis som vi inspicerede allerede i Figur 1. Seetningen bevises i gvelse 8 nedenfor.

Eksponentialfunktionen
Eksponentialfunktionen kan udvides til de komplekse tal ved at definere for alle z = (a, b)

exp(z) = exp(a+i-b) = e =e2. (cos(b) +i - sin(b)).

Hvor e? betegner den sadvanlige eksponentialfunktion taget pa det reelle tala € R . Der gaelder specielt
derfor denne formel

et™ = 0. (cos(m) + i - sin(m)) = —1.
| ligningen indgar der fire vigtige tal, nemlig 1,e,mog i.
Ved at benytte satning 1 ovenfor kan man vise, at e?*% = eZ - ¢V for alle komplekse tal z og w.
Vi ser, at definitionen af den komplekse eksponentialfunktion giver, at
e = cos(8) + i - sin(6)

for alle vinkler @. Dermed kan ethvert komplekst tal nu ogsa skrives pa formen

z=r1"-(cos(8) +1i-sin(f)) =r-e"’.
Viladerz = r - e"? vaere et komplekst tal forskellig fra 0, og n et vilkarligt naturligt tal. Ved at seette g =
A - e/ finder vi

n po\™ ;
q" = (Vr) ~(en) =r-etf =z

Vi ser heraf, at g er en n-te rod af z i den forstand at z = q™.

Men laeg nu maerke til, at der er flere 8-vaerdier som giver samme vaerdi for z = r - e*%, nemlig 6= 6, + 2 -
7 - p hvor p er et vilkarligt helt tal og hvor 8, er hovedargumentet for z. Heraf far vi nu samtlige n -te
redder af det komplekse tal z til at vaere

hvor p gennemlgber de n veerdierp = 0,1,2, ...,n— 1.

@velse 6
a) Hvorfor giver disse p-vaerdier netop n forskellige n -te rgdder af z? Og hvorfor kan der ikke tilfgjes
flere hel-tallige p-veerdier til listen med henblik pa at opna flere n -te rgdder?



Vi ser derfor, at alle egentlige komplekse tal har 7 -te rgdder og deres antal er n for ethvert naturligt tal n.
Som eksempel kan vi se pa tilfeeldet n = 2 og det komplekse tal z = (—4,0) = —4, der derfor har to
redder. De bestemmes rimelig simpelt til at vaere +2i. Vi kan derfor se, at ligningen z? + 4 = 0, der
tidligere var problematisk, nu godt kan Igses.

@velse 7
Givet to kompleksetalz=4+3-iogw =2 1.

a) Indtegn de to tal i et koordinatsystem.

b) Skriv de to tal pa polaer form.

c) Beregn produktet z-w og skriv resultatet pa polaer form.
d) Undersgg at resultatet stemmer overens med szatning 1.

@velse 8

Der geelder fglgende additionsformler for cosinus og sinus:

cos(6 + @) = cos(0) - cos(p) — sin(H) - sin(¢p)
sin(6 + ¢) = sin(0) - cos(¢) + cos(H) - sin(¢)

a) Brug disse formler til at bevise saetning 1.

@velse 9
Lad w = 1 — i og skriv tallet pa polaer form.

a) Find alle 6 sjette-rgdder af w ved at bruge formlen ovenfor.
b) Indtegn rgdderne i et koordinatsystem og se om der er et mgnster ved deres placering.

@velse 10

| nedenstaende opgave skal du bruge et koordinatsystem til at tegne Igsningerne til en lighing.

a) Beregn alle tredje-rgdder af 1. Hvilket er det samme som at Igse ligningen z3 — 1 = 0. Indtegn
Ipsningerne i dit koordinatsystem.

b) Vis,at (z—1)-(z2 + z+ 1) = 0 for alle Igsninger z til ligningen z3 — 1 = 0.

c) Vis, heraf at for enhver Igsning forskellig fra 1 i spgrgsmal a) gaelder, at z2 + z + 1 = 0. Hvad
betyder det geometrisk?

d) Prgv at generalisere det ovenstaende til # -te rgdder af 1, hvor n er vilkarligt.

Algebraens Fundamentalsaetning

Start med at se videoen: https://www.youtube.com/watch?v=shEk8sz100w
Senere: http://www.dimensions-math.org/Dim fr.htm

Specielt kapitlerne 5 og 6: http://www.dimensions-math.org/Dim CH5.htm

Som vi har set ovenfor, har vi hele tiden haft brug at udvide talmaengderne for at kunne lgse ligninger af
forste grad, og ved at Igse andengradsligningen, har vi brug for de komplekse tal. For komplekse fgrste- og
andengradsligninger kan vi bruge de velkendte formel-udtryk for Igsningerne. Hvad sker der, hvis vi gar et
skridt hgjere til tredjegradsligningen. Kan man altid Igse fglgende komplekse ligning med eksplicitte
formeludtryk?

a-z3+b-z>+c-z+d=0,hvor a,b,c,d er komplekse tal?
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Det kan vi faktisk godt (se tilleegget om 3. grads polynomier). Hvad hvis gar op til fijerdegradsligninger, kan
vi sa Igse dem med eksplicitte formler? Igen er svaret, at det kan vi godt, men sa generelt heller ikke hgjere
grad end fire. Det bliver derfor interessant at finde ud af, dels hvor mange r@dder der generelt findes for et
komplekst n-te grads polynomium og at finde ud af, hvordan vi kan finde disse r@dder numerisk, via en
algoritme som vi kan bruge til at approksimere rgdderne.

Algebraens Fundamentalsaetning (AFS) forteaeller, at ethvert komplekst polynomium af grad n > 0 har
praecis n komplekse rgdder (nar dobbelt-rgdder tlles med to gange etc.). Se den pracise formulering
nedenfor i seetning 2 og 3. Vi har allerede bemaeerket, at satningen er korrekt forn = 1, 2, 3,4 med
eksplicitte udtryk for de n rgdder i de tilfaelde. Vi har faktisk ogsa ovenfor indset, at den noget specielle
ligning z™ — w = 0 har preecis n rgdder. (Hvor er det ovenfor at vi har indset det?). Sa der er allerede
"noget om snakken’.

Seetning 2
[Algebraens fundamentalsaetning]. Lad

p(z)=a,-z"+a, 2" +...+a -z +a,

vaere et n-te grads polynomium med n > 0, hvor ay, a4, ..., a, er komplekse tal, a, # 0. Sa har p(z)

preecis n rgdder (regnet med multiplicitet).

Bemeerk. Vi taler om at en rod har en multiplicitet, som betyder, at roden forekommer flere gange. Dette
kender vi fx fra andengradspolynomiet p(z) = z? — 4z + 4, der har dobbeltroden z = 2 der alts&
forekommer to gange og dermed har multiplicitet 2. For et n -te gradspolynomium, kan det ske for flere af
redderne, sa antallet af forskellige rédder kan vaere mindre end 7z, men hvis vi regner med multiplicitet, vil
ifglge AFS det totale antal rgdder altid give graden af polynomiet.

Der findes mange — og meget forskellige — beviser for AFS. Her vil vi ‘'ngjes’ med et intuitivt argument, som
blandt andet bygger lidt pa nogle overvejelser om funktioner af to variable. | det fglgende vil vi derfor ogsa
benytte den mere direkte reference til (x, y)-koordinatsystemet og skrive de komplekse tal pa formen z =
x + i -y, sddan at et komplekst polynomium p(z) ogsa kan opfattes som en kompleks funktion af de to
reelle variable x og y.

For ethvert z = (x,y) har det komplekse tal p(z) = p(x + i - y) en reel realdel og en reel imaginzrdel,
som vi kan kalde henholdsvis g(x, y) og h(x,y), dvs. sadan at:

p(x+i-y)=Re(plx+i-y))+i-Im(p(x+i-y))=g(xy)+i-h(xy).

Et komplekst polynomium p(z) af grad n giver altsa pa den made direkte anledning til de to reelle
polynomier af to reelle variable, g(x,y) og h(x,y), som begge er polynomier af hgjst n-te grad.

Et eksempel pa et komplekst polynomium er p(z) = z3 + z + 1 + 2i. Efter en udregning far vi:
plx+i-y)=03=3x-y2+x+1D)+i-GBx?-y—y3+y+1)

sddan at vi i dette tilfeelde har g(x,y) = x> —3x-y2+x+1og h(x,y) = 3x2-y—y3+y+1.



@velse 11
a) Vis med et eksempel, at det omvendte, ikke er tilfaeldet, altsa: Hvis der er givet to reelle polynomier
g(x,y) og h(x,y) sa findes der ikke ngdvendigvis et komplekst polynomium p(x + i - y) sadan at
g(x,y) og h(x,y) er henholdsvis realdel og imaginzerdel af p(x + i - y).

Intuitivt bevis for AFS. Lad p veere et komplekst polynomium af grad n > 0. Vi skriver polynomiet pd
standard form som

p(z)=a,-z"+a, 2" +...+a z+a,.

Vi antager at ay # 0 og at a, # 0. Hvis g, =0, ville z =0 veere en rod i polynomiet. Hvis a, = 0, ville

graden af polynomiet ikke veere n.

| (x, y)-planen lader vi nu C,, betegne den cirkel, der har centrum i (0, 0) og radius p. Da p afbilder ethvert
punkt z = (x,y) i planen pd et punkt p(z) i (x, y)-planen, sd vil p tilsvarende afbilde cirklen C, pa en lukket
kurve S, = p(C,) i (x,y)-planen. Vi pastar nu, at for sma vaerdier af radius p er kurven S, en lille lukket
kurve teet pa a,, som ikke gdr rundt om punktet (0,0) og videre, at for meget store vaerdier af radius p er
kurven S, tilnermelsesvist en cirkel som faktisk nu gér rundt om punktet (0,0) — faktisk flere gange, nemlig
n gange. Det betyder intuitivt klart, at kurven S, for mindst én veerdi af radius p (faktisk n veerdier) imellem
meget sma radius-vaerdier og meget store radius-vaerdier ma ramme igennem punktet (0,0). Lad os sige, at
det er tilfeeldet for p = po. Men det betyder sd, at der pa cirklen C, ma findes et punkt z; som ved p
afbildes i (0,0) = 0. Altsa at p(z;) = 0, sa z,er én af de sggte n rgdder for p(z).

Der er nu to spgrgsmal tilbage. For det fgrste: Hvorfor er S, teet pad ag nar p er lille og tilnsermelsesvist

cirkulaer rundt om (0,0) nar p er stor? Og for det andet: Hvordan viser vi, at der udover z; er n — 1 andre
rgdder (regnet med multiplicitet) for p(z)?

Vi tager det fgrste spgrgsmal forst og ser pa tilstraekkeligt sma veerdier af p. Alle punkter pa cirklen C, kan
som nu bekendt skrives pa fglgende form, hvor 6 gennemlgber intervallet | — m, 7]:

z= p-(cos(),sin(8)) = p-(cos(@) +i-sin(B)) = p-e?
Vi far derfor ved simpel indsaettelse i polynomiumsudtrykket for p(z)
P(2) = (@n-p"- ™ +any-p" eV 4 payp-el®) bag=p- (1) +ag

hvor modulus, altsa leengden, af p - (*) kan ggres vilkarligt lille for alle vaerdier af 8 pa én gang ved blot at
veelge p tilstraekkeligt lille. Men sd er |p(z) — a,| tilsvarende vilkarligt lille for alle z pd cirklen C,, og den
lukkede kurve S, er derfor sa teet pa det komplekse tal a, at den umuligt kan nd rundt om (0, 0).

Lad nup > 0 veere et stort tal. Sa kan billedet S, af cirklen C, med centrum i (0,0) og radius p nu
udtrykkes ved fglgende, hvor vi stadig benytter z = p - el?.

p(Z) = a,- pn . eniG +a, - pn—l . e(n—l)i@ +ota p- ei@ + a,
Seet nu p™ udenfor en parentes sadan at

p(Z) — pn (a, - enif Ay - p—l . e(m-1)ib 4o ta _p—n+1 .elf ap - p—n)



Det dominerende led inde i parentesen er klart det f@rste led, fordi alle de andre divideres med en potens
af det meget store tal p. De komplekse tal p(z), dvs. den lukkede billedkurve S, er derfor tilnaermelsesvist
givet ved fremstillingen

p(2) = p™ - (a,-e™)=p" -|a,|  (cos(n-0+ a)+i-sin(n-0+ a))

(hvor vi har brugt modulus |a,| ogargument a for det komplekse tal a,;) og det udtryk fremstiller en cirkel
som faktisk kgres igennem i alt n gange nar 8 gennemlgber intervallet | — 7, ] og den omkredser klart
punktet 0 = (0, 0) som pastaet, nar blot a,, # 0 som antaget.

Vi har nu argumenteret for, at p(z) ma have mindst én rod, men ogsa allerede antydet, at der ma vaere
preecist n rgdder fordi kurven S, ovenfor ender med at ga n gange rundt om 0 sddan at den intuitivt
ngdvendigvis ma ga n gange igennem 0 nar p vokser fra at veere tilstraekkeligt lille til at veere tilstraekkeligt
stor. Men vi kan ogsa reesonnere saledes: Da vi i hvert fald har fundet én rod z; for p(z) kan vi dividere
p(z) med z — z;. Divisionen giver ikke nogen rest praecis fordi z;er rod i p(z). Men det betyder, at p(z) =
(z — z1) - q(2) hvor q(2) nu er et komplekst polynomium af grad n — 1 og som derfor, hvisn — 1 > 0, selv
har mindst én kompleks rod z,, sdledes at p(z) = (z — z;) - (z — z,) - w(2), hvor w(z) har grad n — 2 og
derfor en rod z3 hvisn — 2 > 0, etc. Ved udtgmning af graden n for p(z) fas pa den made til sidst:

P(2) = (z=21) (z2—2) ..o (2~ 2n)

Dvs. p(z) har praecis n rgdder (med multiplicitet, idet nogle af redderne kan optraede flere gange i
ovenstaende faktorisering) som pastaet.

Bemeerk. Som allerede antydet er ovennaevnte ikke et fuldgyldigt bevis for AFS. Selvom det er intuitivt klart,
at de betragtede kurver S, ma ga igennem 0 ndr p vokser fra lille til stor (mdske er det endda intuitivt klart,
at 5, ma ga igennem 0 preecis n gange), sd har vi ikke bevist det! Alle kendte beviser for AFS indeholder et
sakaldt topologisk argument, og det er sadan et vi har brug for til at plombere beviset og til at indse, at
intuitionen holder. Problemet er sammenlignelig med Jordan’s kurve-saetning, der pa samme made er
intuitivt mere eller mindre oplagt, men som alligevel ikke er helt sa ligetil at bevise, se
https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan curve theorem

Bemeerk. Algebraens fundamentalsaetning siger kun noget om eksistensen af redderne. Den siger ikke
noget om hvordan man finder dem. For eksempel har vi i kontrast hertil en formel for Igsning af
andengradsligningen a - z? + b - z + ¢ = 0, nemlig den velkendte Igsningsformel til bestemmelse af de to
komplekse rgdder:

—b + Vb2 — 4ac
7z =
2a

| dette udtryk kan diskriminanten D = b? — 4ac jo nu gerne vaere negativ (typisk jo et komplekst tal), men
har, som vi har set tidligere, altid to komplekse kvadratrgddder —i formlen er de nu udtrykt pa sadvanlig

made som +Vb? — 4ac.


https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theorem

Eksempel med illustration af det intuitive argument for AFS

Falgende er eksporteret fra Maple filen AFS.mw, som er vedlagt projektet. Alle figurerne refererer til det
intuitive bevis for AFS som er gennemgaet ovenfor.

Vilader p(z) betegne et komplekst polynomium med tre givne rgdder:
p2)=0-1-i)-z+1)-(z+1-2-0)

Vi praesenterer rgdder pa forhdnd fro at illustrere hvordan de rammes af S,nar C,, vokser.

Polynomiet har altsa de trergdderz; =1+i=(1,1),z, =—-1=(-1,0)082z3 = -1+ 2 i = (—1,2).
De er markeret med gult i figurerne nedenfor. De voksende cirkler C,, med voksende radius p og centrum i
0 = (0,0) er markeret med blat. De tilhgrende lukkede kurver S, er markeret med rgdt. Det komplekse tal
ag er markeret med sort i figurerne.




Det ses, at med voksende bl cirkler fas rgde billedkurver, der rammer 0 = (0,0) netop nar den bla cirkel
rammer en rod for p(z).

Vi kan tilsvarende illustrere hvordan den rgde kurve til sidst, altsa for store veerdier af p, omkredser 0 —i
dette tilfaelde preecis tre gange. Det ggr vi ved at plotte parentesen fra udtrykket for p(z) (med de aktuelle
vardier for koefficienterne q;):

p(Z) — pn (a, - enif Ay - p—l . e(m-1)ib 4o ta _p—n+1 .elf ap - p—n)

hvor 6 gennemlgber intervallet | — m, ]. Dvs. figurerne fremkommer ved at plotte de lukkede zoom-out
kurver for stgrre og stgrre veerdier af p:

W(Z) = a,- eni@ +a, 1" p—l . e(n—l)iG 4ot _p—n+1 . eiG +a,- p—n



Numerisk approksimation af redderne
Se videre eksperimenter med gradientmetoden i Maple filen AFS.mw.

Et polynomium p(z) har en kompleks rod z, = (xq, Vo) = X + i - Vo hvis og kun hvis modulus [p(z,)| = 0,

altsd hvis og kun hvis |p(z,)|? = 0. Men |p(2)|? er en reel funktion af de to reelle variable x og y iz = x +
i - y. Specifikt, hvis vi bruger notationen g(x, y) og h(x,y) for henholdsvis realdel og imagineerdel af p(x +
i-y)farvi

lp@I? = F(x,y) = g*(x,y) + h*(x,¥)
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For at finde rgdder i p(z) skal vi altsd "bare’ finde alle minimumspunkterne for den reelle funktion F(x, y).
Som bekendt findes disse minimumspunkter blandt de stationaere punkter for F(x, y) og de stationaere
punkter findes ved at Igse ligningen grad(F(x,y)) = (0,0). Det kan dog generelt vaere en noget vanskelig
opgave, dels fordi F(x,y) jo selv er et (ganske vist reelt) polynomium af grad 2n og dels fordi der typisk er
andre stationaere punkter, saddelpunkter, end de gnskede minimumspunkter.

En smart metode til at finde vej hen imod et minimumspunkt er at benytte den egenskab ved gradienten,
at den modsatte vektor til gradienten, altsa V = —grad(F (x,y)) typisk peger i retning af mindre F (x, y)-
vaerdier. Se [Grgn et al., Hvad er Matematik? Bind 3, side 262]. Dvs. ved at ‘fglge’, altsa hele tiden ga i
retning af, V = —grad(F (x,y)) fra et vilkarligt startpunkt findes typisk et minimumspunkt som illustreret
i figuren nedenfor.

Figuren viser niveaukurverne for den funktion F(x,y) som er kvadratet pd modulus af det komplekse
polynomium, som vi sa pa ovenfor:
pr@)=C-1-i)- z+1)-(z+1-2-0)

Funktionen er skrevet eksplicit ud som et 6. gradspolynomium af x og y i den vedlagte Maple fil AFS.mw og
gradientfeltet er ogsa beregnet der. Det gule vektorfelt som er vist i figuren er en passende skaleret version
af —grad(F(x,y). Skaleringen sgrger for, at man ikke gar for hurtigt (og dermed maske forbi nulpunktet) i
retning af vektorfeltet. De grgnne fodspor i figuren stammer fra en Igsningsrute langs vektorfeltet hen imod
nulpunktet (1,1) =1+ i for p(z) med startpunkti (1,—1) = 1 — i. Se hvordan sporene er konstrueret
numerisk i AFS.mw. Med andre valg af startpunkter kan tilsvarende ‘'ramme’ de to andre nulpunkter.
Alternativt kan man jo ogsa gentage hele konstruktionen for det reducerede polynomium der fremkommer
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ved at dividere p(z) med z — 1 — i. Laeeg maerke til hvordan den grgnne lgsningskurve er ortogonal pa
niveaukurverne for F(x, y) langs hele ruten — jf. [B. Grgn et al., Matematik 3, Seetning 7 side 262].

@velse 12
a) Find de to rgdderip(z) = z% — 2z + 4.
b) Bestem dernaest den reelle funktion af to variable F(x,y) = |p(2)|?.
c) Bestem gradienten af F(x, y). Find de stationzere punkter for F(x, y) og diskutér hvad de(t) har
med rgdderne for p(z) at gore.

@velse 13
a) Findrgdderneip(z) =z%2+z+ 1.
b) Bestem den reelle funktion af to reelle variable F(x,y) = |p(x + i - y)|?.
c) Find de tre(!) stationaere punkter for F (x,y) og diskutér hvad de har med rgdderne for p(z) at
gore.

@Dvelse 14
Lad p(z) betegne det komplekse polynomium, som vi brugte til illustrationerne ovenfor:

p@2)=0Z-1-i)-z+1) - (z—-1+2-0)

Find de fem(!) stationaere punkter for F(x, y).

Tillzeg til teksten

1. Tredjegradsligningen i historisk lys. Kapitel 2 fra bogen: Spor - Matematiske eksperimenter.
Komplekse tal. Michael Agermose Jensen og Uwe Timm, Forlag Malling Beck (2007).

2. Maple fil hgrende til ovenstaende kapitel om tredjegradsligningen (filnavn:
Tredje_grads_ligningen.mw).

3. Maple filen AFS.mw
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