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|l eNote 25

Flade- og rum-integraler

Flade og rumintegraler opstilles her pd stort set samme mdde som kurve- 0og planintegralerne i
eNote 22, som derved sammen med den grundlaeggende generelle indforelse i
Riemann-integralerne eNote 21 danner basis for neervaerende eNote. Udgangspunktet for
bestemmelse af flade- og rum-integralerne er fladernes og de rumlige omrdders respektive
parameterfremstillinger. Til hver parameterfremstillling horer en Jacobi-funktion og det er
denne funktion der benyttes til opstilling og beregning af integralerne.

25.1 Flade-integraler

En parametriseret flade i rummet er givet ved en parameterfremstilling som meget lig-
ner parameterfremstillingerne for plane omrader, jvf. eNote 22. Forskellen er dog den
helt essentielle, at her er ogsa z-koordinaten en funktion af de to parameterveerdier u og
v:

F: r(u,v) = (x(u,0),y(u,0),z(u,0)) €eR® , uclab],vel,d , (251)

hvor x(u,v), y(u,v), og z(u,v) er givne glatte funktioner af de to variable u og v.

lll Eksempel 25.1  Graf-flader for funktioner af to variable

En funktion h(x,y) af to variable (x,y) € R? har en grafflade F i rummet, som let kan
‘parametriseres’ pa den anviste form:

F o r(uwov)=(uvh(u,v) , ueR,veR . (25-2)
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Figure 25.1: Graf-fladen for funktionen h(x,y) = x> —y? +y dels over kvadratet (x,y) €
[—1,1] x [—1,1] og dels over cirkelskiven med radius 1 og centrum i (0,0) i ((x, y))-planen.

Typisk er vi kun interesserede i et udsnit af sddanne graf-flader, f.eks. det udsnit, der ligger
over et rektangel i (x,y) planen: x € [a,b], y € [c,d]. Det udsnit parametriseres lige s let
som hele graffladen:

-~

F  T(u,0)=(u,0h(u,v)) , wuclab],vel,d . (25-3)

Hyvis vi derimod er interesserede i det udsnit af graffladen som ligger over cirkelskiven med
radius a og centrum i (0,0) sd m4 vi ferst parametrisere cirkelskiven i (x, y)-planen med de
to parametre u og v, hvorefter grafflade-udsnittet kan preesenteres ved at "lofte’ cirkelskive-
punkterne til den korrekte "hejde’ med funktionen h(x, y):

F o Hu,v) = (u-cos(v),u-sin(v),h(u-cos(v),u-sin(v))) (25-4)

hvor parametrene u og ©v nu gennemleober parameteromrddet for cirkelskive-
parametriseringen:
uel0a , vel[-mmn . (25-5)

I analogi med planintegralerne (jvf. eNote 22) definerer vi nu fladeintegralerne séledes:



eNote 25 ||| 25.1 FLADE-INTEGRALER 3

Il Definition 25.2  Fladeintegralet

Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion i R3. Fladeintegralet af funktionen
f(x,y,2z) over den parametriserede flade F; defineres ved

d b
/ fdu = / / f(r(u,v)) Jacobi (u,v)dudv (25-6)
F c Ja
hvor Jacobi-funktionen Jacobi,(u, v)
Jacobi,(u,v) = |, (u,v) x ¥, (u,0)| (25-7)

er arealet af det parallelogram, der pa stedet r(u, v) udspeaendes af de to tangentvek-
torer 1, (1,v) og 1, (u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet r(u, v)
pa fladen.

| Definition 25.3 Regulaer parameterfremstilling

Parameterfremstillingen (25.1.1) siges at vre en requleer parameterfremstilling hvis der
geelder folgende:

Jacobi (u,v) >0 foralle u € [ab], veElcd . (25-8)

| Definition 25.4 En-entydig parameterfremstilling

Som for parametriserede kurver siges parameterfremstillingen i (25.1.1) at vre en-
entydig hvis forskellige punkter i definitionsmaengden afbildes i forskellige punkter
i billedmeengden.

lll Eksempel 25.5 Kugleflade-parametrisering

Hele kuglefladen med radius R og centrum i (0,0,0) kan parametriseres med ’geografiske’
parametre saledes:

Sk r(u,v)=(R-sin(u)-cos(v),R -sin(u) - sin(v), R - cos(u)) , (25-9)
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Figure 25.2: Enheds-kuglefladen og en del af enheds-kuglefladen. Delen er konstrueret ved at
indskreenke parameterdomeenet til (u,v) € [71/3,27t/3] x [-27/3,27/3)].

hvor u € [0, 7] ogv € [—m, 7).

Jacobi-funktionen herende til denne parametrisering fas af folgende beregninger:

t,, = R - (cos(u) - cos(v),cos(u) - sin(v), —sin(v)) ,
r, = R- (—sin(u) - sin(v),sin(u) - cos(v),0) , (25-10)
Jacobi, (1, v) = |r, x r}| = R? - sin(u)

Denne parametrisering er hverken reguler overalt eller en-entydig i det givne parameter-
omrdde. Hvorfor ikke? Hvor og hvordan er der brud pa regulariteten? Hvor og hvordan er
der brud pa en-entydigheden? Se afnit afsnit 22.4 i eNote 20.

lll Eksempel 25.6 Grafflader

Enhver standard-parametrisering af en grafflade for en glat funktion (x,y) af to variable er
en-entydig og reguleer overalt. Hvis vi ser pa standard-parametriseringen

r(u,v) = (u,v,h(u,v)) , ueciab], vel,d (25-11)

far vi Jacobifunktionen ved folgende generelle beregning:

r,(u,0) = (1,0,h,(u,0)) ,
1,(1,0) = (0,1, h,(u,0))
v, (u,0) x ¥l,(u,0) = (—h),(u,v), —h,(u,0),1) , (25-12)
(u,0) =

V1 (0, (1,0)2 + (y(1,0))2 = 1+ [ Vh(,0)2
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som jo klart er positiv for alle (u, v) i parameter-omradet.
] p P

Il Definition 25.7  Areal af flade

Arealet af den parametriserede flade
E: r(u,v) = (x(u,0),y(u,v),z(u,0)) , u€lab], vecd

defineres som fladeintegralet af den konstante funktion 1 over fladen:

d rb
Areal(F) 1d = Jacobi,(u,v)dudo . (25-13)
]/l Cc a

lll Eksempel 25.8 Areal af graf-flader

Arealet af graffladen for funktionen h(x,y) over det rektanguleere omrade [a,b] X [c,d] i
(x,y)-planen er derfor:

Areal / ldpy = / / Jacobi,(u,v)dudo (25-14)
hvor N
F=F : r(uv)=(uvh(uv) , uelabl,veld ,
(25-15)
Jacobi, (u \/1 + |Vh(u,v)|?
sddan at
Areal(F / / V14 Vh(w,0)Pdudo . (25-16)
lll Opgave 25.9

Bestem arealet af den del af graffladen for funktionen h(x,y) = x +y — 1 som ligger over
kvadratet (x,y) € [0,1] x [0,1] i (x,y)-planen. Bemeerk, at denne del af graffladen er et
plant parallelogram. Brug dels dobbelt-integration som i eksempel 25.8 og dels den klassiske
arealbestemmelse ved hjeelp af grundlinje og hejde.
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Figure 25.3: Dele af en plan grafflade.

lll Opgave 25.10

Bestem arealet af den del af graffladen for funktionen h(x,y) = x +y — 1 som ligger over den
cirkelskive i (x, y)-planen som har radius 1/2 og centrumi (1/2,1/2). Bemeerk, at denne del
af graffladen er et plant omrdde, som er afgreenset af en ellipse.

lll Opgave 25.11

Bestem arealet af den del af graf-fladen for funktionen h(x,y) = x - y som ligger over kvad-
ratet (x,y) € [—1,1] x [-1,1] i (x,y)-planen.

lll Eksempel 25.12  Areal af kugleflade

En del af en kugleflade med radius R og centrum i (0,0, 0) er parametriseret sdledes:
S : F(u,v) = (R-sin(u)-cos(v), R -sin(u) - cos(v), R - cos(u)) (25-17)

hvor u € [a,b] C [0, T] og v € [c,d] C [, 7]
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Arealet af den del af kuglefladen er s3, idet Jacobiz(u,v) = R? - sin(u):

Areal(g / / R?. sin(u) du dv
—R2.-(d—c) [~ COS(”)]Z:Z (25-18)

= R?-(d —c) - (cos(a) — cos(b))
Specielt far vi derfor ogsa arealet af hele kuglefladenmeda =0,b = 7w, c = —m,0gd =

Areal(Sg) = 4m-R? . (25-19)

25.1.1 Motivering af fladeintegralet

Hvis vi — i stil med motiveringen af kurveintegralet — deler begge intervallerne [a, b] og
[c,d] i henholdsvis n og m lige store dele, sa har hvert u-delinterval leengden §, =
(b — a)/n og hvert v-delinterval har leengden 6, = (d —c¢)/m. Tilsvarende bliver
delepunkternes koordinateri (1, v)-parameteromradet (som jo er rektanglet [a, b] x [c, d]
i R?) - jvf. afsnittet om dobbelt-integralsummer i eNote 21:

(u1,v1) = (a,c),

(u1,v) = (a,c+ (j—1)b,),

(uj,v1) = (a+ (i —1)dy )

(uj,0;) = (a+ (i—1)0u,c+ (j— 1)), (25-20)

(b,d) = (a4 nd,,c+mdy)

Med hvert af disse faste punkter (u;,v;) som udviklingspunkt kan vi betragte Taylor’s
greenseformel for hver af de 3 koordinat-funktioner for r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))
til forste orden med tilherende epsilon-funktioner:

r(u,v) = r(ui,v]-)
+ 1, (u;,0) - (u — u;)
+ 1, (1, vj) - (v — v))
+pij - &j(u —uj v —v;)

(25-21)
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hvor u € [u;, uj+6,], v € [v, vj+ &y | . Her betegner p;; = \/(u —u;)? + (v —vj)?
afstanden mellem det variable punkt (u,v) og det faste udviklingspunkt (u;,v;) i pa-
rameteromrddet. Der geelder her, at &;;(u — u;,v —v;) — (0,0,0) = 0 for (u —u;,v —
vj) — (0,0) .

Hvert delrektangel [u;, u; + 6,] % [v]-, vj+ J,] afbildes pa flade-stykket ¥(u,v), u € [u;, u; +
dul,v € [v},vj + &y] og dette fladestykke kan vi approksimere med den linezere del af
udtrykket i (25.1.21), som fas ved at fjerne ¢;;-bidraget fra hejre side i (25.1.21):

rappi]-(ul U) = I'(Mi, U]) + r;(ui/ U]) ’ (1/[ - Mi) + r{U(ui/ U]) ’ (U - U]) ’ (25_22)
hvor u og v stadig gennemleber del-intervallerne u € [u;, u;+9d,], v € [v]-, v; + bo | .

Disse linezere approksimationer er parallelogrammer, som udspeendes af de to tan-
gentvektorer 1, (u;,v;) - 8, 0g 1;,(u;, v;) - 6. Se Figur 25.4 hvor de approksimerende par-
allelogrammer er vist for en parametrisering af en kegleflade.

Areal

Hvert enkelt af de ialt n m approksimerende parallelogrammer har et areal. Arealet af
det (i, j) te parallelogram er leengden af krydsproduktet af de to vektorer, der udspaen-
der det pdgeeldende parallelogram:

AAreall-]- = |(r;(ui, Z)]) 5u) X (r;(u,-, ZJ]) . (50)| = ]acobir(ui,v]-) . (5u521 . (25-23)

ll Opgave 25.13

Bevis denne pdstand: Arealet af et parallelogram er leengden af krydsproduktet af de to
vektorer, der udspeender parallelogrammet.

Summen af disse ialt n - m arealer er klart en god approksimation til arealet af hele
fladestykket, sdledes at vi har

m n
AAreal;; = )Y Jacobi, (1, 0;) - 8uby . (25-24)

Arealapp(n,m) = Y
=1 i=1 j=1i=1

]

m n
=1

Da ovenstaende sum er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funktion Jacobi,(u, v)
over parameter-rektanglet [a,b] x [c,d] far vi i greensen, hvor n og m begge gar mod
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uendelig (jvf. eNote 21):
d b
Areal,pp(n,m) — Areal = / / Jacobi,(u,v)dudv = | 1duy for n,m — oo
c Ja K
(25-25)

Dette er begrundelsen for definitionen af arealet af en parametriseret flade som angivet
ovenfor, nemlig som fladeintegralet af den konstante funktion 1.
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Figure 25.4: Kegle-fladen er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(ucos(v),usin(v),u), u € [-1,1], v € [—m, 7m|. Et system af koordinatkurver pa fladen
er vist til venstre og de tilsvarende areal-approksimerende parallelogrammer er vist til hojre.

lll Opgave 25.14

Vis, at den givne parameterfremstilling i figur 25.4 hverken er reguleer eller en-entydig i
det givne parameteromrdde. Overvej, om der findes en reguleer parameterfremstilling for
keglefladen.

lll Opgave 25.15

Hvorfor er de approksimerende parallelogrammer pa den ovre halvdel af keglefladen i figur
25.4 mindre end de tilsvarende parallelogrammer (med samme afstand til toppunktet) pa
den nedre halvdel?



eNote 25 ||| 25.1 FLADE-INTEGRALER 10

Figure 25.5: Denne vindelflade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(sinh(u) cos(v),sinh(u) sin(v),v). Figuren viser ogsa en approksimation af fladen med par-
allelogrammer, som faktisk alle er kvadrater af forskellig storrelse. Se opgave 25.16.

lll Opgave 25.16

Vis, at de approksimerende parallelogrammer i figur 25.5 alle er kvadrater.

Massen af en flade

Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelogram i (25.1.22) tildeles en konstant mas-
seteethed givet ved veerdien af funktionen f(x,y,z) i parallelogrammets kontaktpunkt
med fladen, sa fir vi massen af det (i, j) te parallelogram :

AM;; = f(x(uj,v7),y(ui,vj),z(u;,vj)) Jacobiy(u;, v;) - 84y

= f(x(u;,v;)) Jacobi,(u;, v;) - 640y (25-26)

Den totale masse af hele systemet af parallelogrammer er derfor folgende, som er en
god approksimation til massen af hele fladen nar denne gives massetaetheden f(r(u,v))
i punktet r(u,v).

m n m n
Mapp(n,m) = Y Y AM;; = Y Y f(r(u;,vj)) Jacobiy(u;,v;) - 6uby . (25-27)
j=1i=1 j=1i=1

Dette er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funktion f(r(u,v)) Jacobi,(u,v)
over parameter-rektanglet [a,b] x [c,d]. Vi far altsd i greensen, hvor n og m gar mod
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uendelig:

d b
Mapp (12, m) —>1\/I:/C /a f(r(u,v))Jacobi(u,v)dudv for n,m — oo . (25-28)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en parametriseret flade med mas-
seteetheden f(r(u,v)) og dermed ogsa den generelle definition af fladeintegralet, defi-
nition 25.2.

25.1.2 Omdrejningsflader

Omdrejningsflader er de specielle flader, der fremkommer ved at dreje en plan kurve
omkring en ret linje (omdrejningsaksen) som ogsa ligger i samme plan. Kurven kaldes
en profil-kurve eller en frembringer-kurve. Det antages, at profilkurven ikke skaerer om-
drejningsaksen. Profilkurven veelges typisk i (x,z)-planen og drejes om z-aksen i et
(x,v,z)-koordinatsystem. Profil-kurven kan sa repraesenteres ved en parameterfrem-
stilling sdledes:

Gp: p(u) = (gu),0,h(u) eR® , ueciab] , (25-29)

hvor g(u) > 0 og h(u) er givne funktioner af parameteren u. Den omdrejningsflade,
der fremkommer ved at dreje Gp en hel gang omkring z-aksen har derfor parameter-
fremstillingen:

FGy: r(u,v) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)) , u € ab], ve|-mmnr| . (25-30)

lll Opgave 25.17

Vis, at Jacobifunktionen Jacobi,(u,v) for parameterfremstillingen r(u,v) for den generelle
omdrejningsflade FG; i (25.1.30) er givet ved

Jacobi(1,0) = g(u) \/ (0 () + (g'(w)}? . (25-31)
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Figure 25.6: Omdrejnings-fladen her er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)) , u € [-m, 7], v € [—n,n], hvor g(u) = 3+ }sin(u) og
h(u) = u.

lll Eksempel 25.18 Torus-areal

En given torus er parametriseret pa folgende made:
T = r(u0) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)), ue|—mn,n), vel|-nmnr , (25-32)

hvor ¢(u) = 2+ cos(u) og h(u) = sin(u).

Jacobifunktionen er

Jacobiy (1, 0) = g(u) / (W(1))? + (8' ()2 = 2+ cos(u) (25-33)
sa arealet af denne torus er simpelthen:
T 7T
Areal(T) = / / (2 + cos(u)) dudo = 87> . (25-34)
—TTJ—=TT

Hvis vi ’belaster” denne torus med en veegtfunktion, masseteethed, givet ved funktionen
f(x,y,z) = 2+ z far vi den totale vaegt af torusen:

M) = [ i / 7;(2+sin(u)) (2 + cos(u)) dudo = 1672 . (25-35)
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Figure 25.7: Denne sdkaldte torus er omdrejningsfladen givet ved parameterfremstillingen
r(u,v) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)), u € [—-mn, ], v € [—m, |, hvor nu g(u) = 2+
cos(u) og h(u) = sin(u).

25.2 Rume-integraler

Et parametriseret rumligt omrade er pa samme mdde som kurver og flader givet ved en
parameterfremstilling, nu med felgende form hvor de tre koordinatfunktioner x, y, og
z nu er funktioner af de ialt 3 parameter-variable u, v, og w:

Or: r(w,v,w) = (x(u,0,w),y(u,0,w),z(u,0,w)) € R® ,

welabl, veled, welhl (25-36)

|| Definition 25.19  Rumintegral

Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion i R3. Rumintegralet af funktionen
f(x,y,z) over det parametriserede rumlige omrade (), defineres ved

Qrfcly = /hl /Cd /abf(r(u, v,w)) Jacobi,(u,v,w)dudvdw (25-37)

hvor Jacobi-funktionen Jacobi,(u, v, w) nu er givet ved
Jacobi,(u,v,w) = | (¥},(u,0,w) x ¥, (u,v,w)) - ¥, (u,0,w)| . (25-38)

Det vil sige, Jacobi,(u, v, w) er volumenet (her beregnet som et rumprodukt) af det
parallelepipedum, der pd stedet r(u,v,w) udspeendes af de tre koordinatkurve-
tangentvektorer r, (1, v, w) , v, (u, v, w) og ¥}, (1, v, w).
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Figure 25.8: Denne torus er den samme som i figur 25.7, men er her givet veegtfunktionen
f(x,y,2z) = 2 + z. Den totale masse af den vgtede torus er M = 16772

lll Opgave 25.20

Vis, at Jacobifunktionen Jacobi,(u,v, w) ogsa kan findes som den numeriske verdi af de-
terminanten af den matrix, der som sejler har koordinaterne for de tre vektorer r; (1, v, w),
r,(u,v,w) og ¥, (u,v,w).

Il Definition 25.21  Reguleer parameterfremstilling

Parameterfremstillingen i (25.2.36) kaldes en reguler parameterfremstilling hvis
Jacobi,(u,v,w) > 0 foralle u € [a,b] , v € [c,d], w € [h1].
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| Definition 25.22 En-entydig parameterfremstilling

Som for kurver og flader vil vi kalde parameterfremstillingen i (25.2.36) en-entydig
hvis forskellige punkter i definitionsmeengden afbildes i forskellige punkter i billed-
mengden.

Il Definition 25.23 Rumfang, volumen

Volumenet eller rumfanget af det rumlige omrdde
Qr: r(uo,w) = (x(u,0,w),y(u,o,w),z(u,o,w)) , (25-39)

hvor
ue€labl , vel,d , og welhl , (25-40)

defineres som rumintegralet af den konstante funktion 1:

I rd b
Vol(Q) = [ 1du = /h /C /a Jacobi, (1, v, w) dudvdw . (25-41)

X

Figure 25.9: Billeder af det rumlige omrdde givet ved parameterfremstillingen r(u,v,w) =
(uovcos(w),uvsin(w), 3 (u?> —v%)) , ue (3,1, ve [3,1], w € [r,27].

lll Opgave 25.24

Vis, at parameterfremstillingen i figur 25.9 er reguleer og en-entydig.
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25.2.1 Motivering af rumintegralet

Intervallerne [a,b], [c,d] og [h, 1] inddeles i henholdsvis n, m og g lige store dele. Sa
har hvert u-delinterval leengden 6, = (b — a)/n, hvert v-delinterval har leengden 6, =

(d —c¢)/m oghvert w-interval har leengden é,, = (I —h)/q. Tilsvarende bliver delepunk-
ternes koordinateri (1, v, w)-parameteromradet (som her er det retvinklede "kasse-omrade’
la,b] x [c,d] x [h,k]iR5.

(ull 01, wl) - (a/ c, h)/

(0, w) = (a+ (i = 1)du, ¢+ (j — 1), b+ (k—1)8,), (25-42)

(b,d,l) = (a+nd,,c+mdby,, h+qdy)

Med hvert af disse faste punkter (u;,v;,wy) som udviklingspunkt kan vi igen bruge
Taylors greenseformel for hver af de 3 koordinat-funktioner for

r(u,0,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))
til forste orden og med tilherende epsilon-funktioner:

r(u,v,w) = r(uj, vj, wg)
+ 1, (uj, 05, wi) - (u— u;)
+ 1, (u;, vj,wy) - (0 —v)) (25-43)
+ 17, (13, 0, wg) - (W — wy)
+ pijk - &ijk (U — uj, v —vj,w —wy)
hvor u € [u;j, uj+0d,], v € [vj,vj+d6], w € [w]-, w]-+(5w} . Afstanden mellem
det variable punkt (u,v,w) og det faste punkt (u;,v;,wy) i parameteromréadet beteg-

nes med p;jx og vihar som fer e;j(u — u;, v —vj,w —wy) — 0 for (u—u;,v—vj,w—
wy) — (0,0,0) .

Hvert parameter-delomréde eller delkasse [u;, u; + 0u] X [v},vj + 6] X [wy, wy + 6] af-
bildes pa det rumlige billed-omrade r(u,v,w), u € [u;,u; +64],v € [0},0; + &), w €
[wy, wi + 0] 1 billedrummet og dette omrade kan vi approksimere med den lineeere del
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af udtrykket i (25.2.43), som fas ved at fjerne ¢;j;-bidraget fra hojre side i (25.2.43):

rappl]k(u/ vl w) = r(ull U]I wk)
+ 1, (uj, vj, wi) - (u — u;)

, (25-44)
+ 15, (ui, vj, wy) - (0 — ;)

+ 15, (ui, vj, W) - (W —wy)
hvor vi stadig harat u € [u;, u;+6,], v € [vj,vj+ 6], w € [wj, wj+dy] .

Disse lineaere rumlige approksimationer er parallelepipeda, som udspeaendes af de tre
tangentvektorer r (u;, vj, wy) - 6y, t,(u;, vj, wy) - 0y 0OF r;,(ui,v]-, W) + O

Volumen

Hvert enkelt af de ialt nm q approksimerende parallelepipeda har et volumen. Vol-
umenet af det (i, j, k)te parallelepipedum er den numeriske veerdi af rumproduktet af
de tre vektorer, der udspaender det padgeeldende parallelepipedum:

Aol = | ((x},(ui, vj, wi) - 6u) x (1, (ui, vj, W) - 6p)) + (x5, (1, vj, W) - b))

25-45
= Jacobi, (u;, vj, wy) - 8y - 6y - Ou ( )

lll Opgave 25.25

Bevis denne pdstand: Volumenet af et parallelepipedum er den numeriske verdi af rumpro-
duktet af de tre udspaendende vektorer.

Summen af de ialt n m g volumener er en god approksimation til volumenet af hele det
rumlige omrdde, saledes at vi har

MQ
NgE
Iz
>
>

Volapp (n,m,q) =

T
—_
~.
I
iy
-
I
—_

(25-46)

Il
M&
=

-

]aCObir(Lll', U]', wk) . (5u5y5w

T
—_
~.
Il
—_
~
I
=

Da ovenstaende sum er en tredobbelt integralsum for den kontinuerte funktion af de tre
variable, Jacobi,(u,v,w), over parameter-kassen [a,b] X [c,d]| x [h,1] far vi i greensen,
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hvor n, m og q alle gdr mod uendelig:

I pd b
Volapp (n,m,q) — Vol = /h / / Jacobi,(u,v,w)dudvdw for n,m,q — oo
o (25-47)

Dette er begrundelsen for definitionen af volumenet af et parametriseret omrade i rum-
met som angivet ovenfor, nemlig som rumintegralet af den konstante funktion 1.

Figure 25.10: To forskellige delvise kugle-fyldninger med parallelepipeda. Se Opgave 25.26.

lll Opgave 25.26

Kugle-parameterfremstillingerne i figur 25.10 er henholdsvis felgende:

r1(u,v,w) = [wsin(u) cos(v),wsin(u) sin(v), w cos(u) |

r(u,v,w) = [wsin(v) cos(u + v), wsin(v) sin(u + v), wcos(v) |,
hvor parameterintervallerne i begge tilfeelde er givet ved:
uel[-mn0,vel0,n, wel01]

Bestem Jacobi-funktionerne for hver af de to parameterfremstillinger, og vis, at begge de
viste rumlige omrdder har volumenet 27t/3, altsa preaecis halvdelen af hele enheds-kuglens
volumen.
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Masse

Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelepipedum givet ved (25.2.44) tildeles en kon-
stant massetaethed som er givet ved veerdien af funktionen f(x, y,z) pa stedet r(u;, vj, W),
sa bliver massen af det (i, j, k) te parallelepipedum:

A Mjk = f(x(u, vj, wk),y(ui,vj, wy ), z(u;, vj,wk)) ]acobir(ui,vj, Wy ) * 64050y (25.48)
= f(r(ui, U]', wk)) ]acobir(ui, Z)]', wk) . 5u50(5w

Den totale masse af hele systemet af appproksimerende parallelepipeda er derfor fol-
gende, som nedvendigyvis er en god approksimation til massen af hele det rumlige om-
rade:

m n
Mapp (12, m,q) = Z ZZA ijk

k=1j=1i=1
== (25-49)

q9 m
- Z Z Zf Ui, Uj, Wi ) JaCObir(ui/ Uj, wk) - 04040y

=1j=1i=1

Dette er en tredobbelt integralsum for den kontinuerte funktion f(r(u, v, w)) Jacobi,(u, v, w)
over parameter-kassen [a,b] X [c,d]| x [h,1]. Vi far i greensen, hvor n, m og q gr mod
uendelig:

I d b
Mapp (n,m,9) — M = /h / / f(r(u,v,w))Jacobi,(u, v, w) du dvdw
Cc a

for n,m,q — oo

(25-50)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af et parametriseret omrdde med mas-
seteetheden f(r(u, v, w)) og dermed ogsa den generelle definition 25.19 af rumintegralet.

lll Opgave 25.27

I figur 25.11 betragtes folgende parametrisering af et rumligt omrade:
r(u,v,w) = (u sin(v) cos(w), u sin(v) sin(w), u cos(v)) (25-51)

hvoru € [1/2,1],v € [/3,271/3], og w € [, 7]. Ved afbildning af det kasseformede pa-
rameteromrade forventes ialt 6 sideflader for billed-mangden, dvs. for det rumlige omrade,
der fremkommer ved parameterfremstillingen. Vi ser pa figuren kun tre af de 6 sideflader.
Hvor er de andre og hvordan ser de ud?
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Figure 25.11: Dette rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v,w) =
(u sin(v) cos(w), u sin(v) sin(w), u cos(v)) , u € [1/2,1] , v € [7/3,2n/3] , w € [—m, 7t]. Pa-
rameterkassen, koordinatkurverne, billedet af det rumlige omrade ved parameterfremstillingen
og et system af volumen-approksimerende parallellepipida er vist.

lll Eksempel 25.28 Rumfang af massiv ellipsoide

En massiv ellipsoide med halvakser a4, b, og ¢ har en parameterfremstilling:
r(u,v,w) = (au sin(v) cos(w),bu sin(v) sin(w),cu cos(v)) , (25-52)
hvoru € [0,1],v € [0, 7] ogw € [—7, 7.

Jacobi-funktionen for denne parametrisering er Jacobi(u, v, w) = abcu? sin(v), og deraf fol-
ger volumenet ved tredobbelt integration:

Vol(Q) = / 1du
Qr

7T m rl
= / / / Jacobi,(u, v, w) du dv dw
- JO 0

(25-53)
7T m rl
= abc / / / u? sin(v) du dv dw
- JO 0
4
= —mab

3 7T abe

For en massiv kugle B, med radius a far vi derfor rumfanget
4 3
Vol(B,) = zm-a° . (25-54)

3
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X

Figure 25.12: Dette rumlige omrade er et rumvinkel’-udsnit af kuglefladen repreesenteret
ved r(u,v,w) = (u sin(v)cos(w),u sin(v)sin(w),u cos(v)) , u € [0,1], v € [0,7/6], w €
[—7t, 7).

lll Eksempel 25.29 Graf-flade-afgraenset rumligt omrade

En positiv funktion h(x, y) af to variable (x,y) har en grafflade, der over et givet omrade P i
(x,y)-planen afgreenser et rumligt omrdde. Det er let at parametrisere det rumlige omrade,
nar forst det plane omrade er parametriseret.

Hvis det plane omrade er givet ved et rektangel (x,y) € [a,b] X [c,d] har vi parameterfrem-
stillingen for det rumlige omrade:

Q, : r(uo,w)=(uv,w -h(uv)) , (uv)€lab]lxcd , wel0,1] . (2555)
Jacobifunktionen er seerlig simpel:

Jacobi,(u,v,w) = |((1,0,w - k), (u,v)) x (0,1, w -k, (u,v))) - (0,0, h(u,v))]
=1((1,0,%) x (0,1, %x)) - (0,0, h(u,v))| (25-56)
= h(u,v)

Rumfanget af det rumlig omrdde, som graf-fladen afgreenser sammen med det plane omrade
i (x,y)-planen er derfor:

Vol(Qy) = /01 /Cd/abh(u,v) dudvdw:/cd/abh(u,v) dudo . (25-57)

Hvis det plane omrdde P i (x,y)-planen ikke er et rektangel som ovenfor, md vi ferst pa-
rametrisere P. Vi antager derfor nu, at det plane omrade P er billedet af et rektanguleert
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parameteromrade ved en vektorfunktion T:
P : T(uov)=(E(uwv),nuv) ,uclabl , vel,d , (25-58)

hvor ¢(u,v) og 1(u,v) er givne funktioner af u og v. Sa er det rumlige omrade imellem P og
graffladen for h(x,y) givet ved parameterfremstillingen:

Qr : r(wo,w)=((u,0),n(u0),w- h(G(uov),nuo))) , (25-59)
hvor (u,v) € [a,b] x [c,d] og w € [0,1] med tilherende Jacobi-funktion:

Jacobi,(u, v, w) =

= (&0, 0), 1, (u,0), %) x (& (,0),115(u,0), %)) - (0,0, h(E (u, 0), 7 (w,0)))|  (25-60)
= h(¢(u,v),1(u,v)) - Jacobiz(u, v)

Rumfanget af det rumlig omrdde, som graf-fladen afgreenser sammen med det plane omrade
i (x,y)-planen er derfor i denne mere generelle situation:

Vol(Q),) = /01 /Cd /abh(é(u,v),iy(u,v)) - Jacobig(u, v) du dv dw

e (25-61)
:/ / h(¢(u,v),1(u,v)) - Jacobiz(u,v) du dv

QS
QSR
Ny
IRRRR

N
§\\\ "'0:0\‘\‘

Ny

Figure 25.13: Planetariet er afgreenset af graffladen for f(x,y) = 2 — x — y over en cirkulaer
grundplan i (x, y)-planen med radius 1 og centrum i (0,0). Rumfanget er 27t.
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Figure 25.14: Et 'planetarium’ med en lidt mere kompliceret tag-graf-flade; den benyttede funk-
tion er her f(x,y) = y* — x*> + 2x + 3. Rumfanget er ca. 2.36.

lll Eksempel 25.30 Planetariet

Rumfanget i en cylinder mellem to plane afskeeringer (se figur 25.13) er bestemt ved parame-
terfremstillingen:

O o r(wvw) = (§(w0),n(u0),w-h(G(u0),1(u0))) (25-62)

hvor hegjdefunktionen er h(x,y) = 2 — x — y, parametrene er (u,v) € [0,1] x [, 7], w €
[0,1], og det cirkuleere grundareal er givet ved

P : T(u,v)=(u-cos(v),u-sin(v)) ,uecl0,1 , ve[-mnr] (25-63)

med Jacobi-funktionen
Jacobiz(u,v) =u , (25-64)

sdledes at

Vol(Q)) = [ 7; /0 " 1(E(u, 0), 11, 0)) - Jacobis (1, 0) du do
_ /_7;/01(2—u-cos(v) —u-sin(v)) - ududo
_ L 7; /0 "(2u — 1 cos(v) — i - sin(v)) du do .
= [T [ cos(o) - [10°] sin(2)) do
_ _7; (1 - % - cos(v) — % - sin(v)> do
=27

Bemeerk, at det rumfang ogsa vha. symmetri kan findes meget lettere som halvdelen af rum-
fanget af den cylinder, der har samme grundflade og er skaret vinkelret i hojden 4.
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25.3 Omdrejningslegemer

Omdrejningslegemer er de specielle rumlige omrader, der fremkommer ved at dreje et
plant omrade (f.eks. defineret i (x,z)-planen) omkring en omdrejningsakse i samme
plan (z-aksen), som antages at ligge udenfor omradet. Jeevnfor definitionen af omdrej-
ningsflader i afsnit 25.1.2.

Det plane omrade - profilomrddet - repraesenteres ved en parameterfremstilling sdledes:

Pe: r(uv) = (g(u,0),0,h(u,0)) € R® , ue [a,b] , v €lc,d] , (25-66)

hvor g(u,v) > 0 og h(u,v) er givne funktioner af parametrene u og v. Det rumlige
omrdde, det legeme, der fremkommer ved at dreje profilomradet en hel gang omkring
z-aksen har derfor parameterfremstillingen:

QP : r(u,0,w) = (g(u,v)cos(w), g(u,v)sin(w), h(u,v)) €R>

uclab),vecld, we|-mrmn (25-67)

Figur 25.9 viser halvdelen af et omdrejningslegeme. Figur 25.11 viser overfladen af
et omdrejningslegeme defineret ved brug af kuglekoordinater. Cylinder-koordinater i
rummet giver tilsvarende velkendte omdrejningslegemer som f.eks. det, der er vist i
tigur 25.15.

vl

Figure 25.15: Cylinderkoordinatiseret rumligt omrade givet ved parameterfremstillingen

r(u,0,w) = (g(u,0)cos(w), g(u,v)sin(w), h(u,v)), u € [0,3], v € [-3,3], w € [-m, 7,

hvor g(u,v) = uog h(u,v) = v.
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lll Opgave 25.31

Vis, at Jacobifunktionen Jacobi.(u,v,w) for parameterfremstillingen r(u,v,w) for det
generelle omdrejningslegeme Q)P i (25.3.67) er givet ved

Jacobi, (u,v,w) = g(u,v) |g,(u,v) b, (u,0) — ki, (u,v) g (u,0)| . (25-68)

Figure 25.16: Dele af henholdsvis omdrejnings-flaske og -fad, se Opgave 25.32.

lll Opgave 25.32

En omdrejnings-flaske (eller -fad?) er (paneer bunden) givet ved sin profilkurves parameter-
fremstilling i (x, z) —planen saledes:

Gr: r(u) = (g(u),0,h(u)) eR® , uclo1] , (25-69)

hvor
g(u) = 2(Ry — Ry)u® +3(Ry — Ry)u? + Ry

W) = Hu | (25-70)

for passende valg af positive konstanter Ry, Ry, og H.

1. Plot forskellige versioner af disse omdrejningsflader, se f.eks. figur 25.16.

2. Vis, at omdrejningsfladen stér vinkelret pa (x,y)—planen for ethvert valg af positive
konstanter Ry, Ry, og H.
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3. Hvor meget rumfang (vand, f.eks.) kan omdrejningsfladen ‘indeholde’ for givne
veerdier af positive konstanter Ry, Ry, og H?

4. Hvad er arealet af overfladen af omdrejningsfladen + bund for givne veerdier af posi-
tive konstanter Ry, Ry, og H?

5. Hvilke(t) valg af konstanter giver mest rumfang i forhold til det totale overfladeareal?

25.4 Flere arkitektonisk motiverede rumlige omrader

lll Opgave 25.33

Inspireret af Malme’s Turning Torso er det en interessant opgave at finde rumfang og over-
fladeareal af forskellige 'snoede” bygningsveerker:

1. Find en parameterfremstilling for det rumlige omrade, der er vist i figur 25.17 til ven-
stre. Vlg selv dimensionerne p din bygning, dvs. grundflade og hjde. Vink: De opad-
gende sidelinjer er skruelinjer, se eksempel ?? i eNote 22 .

2. Hvad er rumfanget af din bygning?
3. Hvad er overfladearealet af bygningens sidevaegge?

4. Med fastholdt hejde og tveersnitsfigur: Vis, at rumfanget er uafheengig af drejningstal-
let (det antal gange tveersnitsfiguren drejes fra bund til top - for Torsoen er drejningstal-
let 1/5). Hvordan afheenger overfladearealet af drejningstallet? Med hvilket drejnings-
tal fas det storste volumen i forhold til det totale overfladeareal (af sidevaeggene)?

lll Opgave 25.34

Find parameterfremstillinger af de to (hejeste) tdrne der vises i figur 25.18. Veelg selv di-
mensionerne. Vink: Tarnet i venstre billede har elliptiske tveersnit. Find rumfang og over-
fladeareal for hver af bygningerne.
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Figure 25.17: Fem-kantet Turning Torso model og "the real thing in Malme’.

Figure 25.18: Chinese-Canadian projekt.
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25.5 Opsummering

Vi har i denne eNote opstillet de begreber og metoder der gor det muligt at beregne
(veegtede) arealer og rumfang af henholdsvis flader og rumlige omrdder — for sa vidt
de er givet ved parameterfremstillinger ud fra rektanguleere og kasseformede parame-
teromrader. En reekke eksempler og opgaver viser hvordan meget forskellige flader og
omrader kan parametriseres ved rimeligt simple vektorfunktioner r(u, v) og r(u, v, w).

Nar forst en relevant parametrisering er opstillet er ‘resten” kun et sporgsmdl om at
beregne den tilherende Jacobifunktion Jacobi,(u, v) eller Jacobi, (1, v, w), gange den med
en eventuel veegtfunktion f(x,y,z) restringeret til parametriseringens billedmaengde i
rummet, og til sidst beregne dobbelt- eller tredobbelt- integralet af dette produkt over
parameter-rektanglet eller parameter-kassen:

e For en flade F;, med parameterfremstillingen
Fr: r(u,v) = (x(u,0),y(u,0),z(u,0) €eR® , uclab], vel,d (2571)

er integralet af (veegt-)funktionen f(x,y, z) over fladen givet ved:

d rb
/ fdu = / / f(r(u,v)) Jacobi (u,v) dudv (25-72)
F c Ja
hvor Jacobi-funktionen Jacobi,(u, v)
Jacobi, (u,v) = |}, (u,v) x ¥,(u,0)] (25-73)

er arealet af det parallelogram, der pa stedet r(1, v) udspeendes af de to tangentvek-
torer 1), (1, v) og r,,(u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet r(u, v)
pa fladen.

e Specielt er arealet af F; bestemt ved:
d b
Areal(F) = / ldy = / / Jacobi,(u,v) dudo . (25-74)
" ¢ Ja

e For et rumligt omrdde (), med parameterfremstillingen
Oy r(u,o,w) = (x(u,0,w),y(u,0,w),z(u,v,w)) |, (25-75)
hvor u € [a,b], v € [c,d], og w € [h,]] er integralet af (veegt-)funktionen f(x,y,z)

over omradet givet ved:

/Qrfd;u = /hl /Cd /abf(r(u, v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw (25-76)
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hvor Jacobi-funktionen Jacobi,(u, v, w)
Jacobiy(1,0,w) = | (£, (1,0,) 1) (1 0,10)) - £y (1,0,0)| (2577)

er volumenet af det parallelepipedum, der pé stedet r(u, v, w) udspeendes af de
tre tangentvektorer ), (u, v, w), t,(u, v, w), og ), (1, v, w) til de respektive koordi-
natkurver igennem punktet r(u, v, w) i det rumlige omrade.

e Specielt er rumfanget af (), bestemt ved:

I rd rb
Vol(Qy) = /Q ldy = /h /c /a Jacobi, (i, v, w) du dvdw . (25-78)
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