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lll eNote 24

Kurve- og plan-integraler

Vi vil her med udgangspunkt i de metoder og resultater der er opstillet i eNote 21 vise, hvordan
Riemann-integralerne derfra kan benyttes til blandt andet at finde leengder af kurver og arealer
af plane omrdder, for sd vidt de er beskrevet pd en passende parameterform.

24.1 Kurveintegraler

Vi vil i udgangspunktet betragte kurver som er parametriserede pa folgende made ved
en parameterfremstilling.

En parametriseret kurve K; i rummet er givet ved en parameterfremstilling sdledes:

Ke: r(u) = (x(u),y(u),z(u)) € R® , uclab] . (24-1)

En given kurve kan saedvanligvis parametriseres pa uendelig mange mader.
B Figur 24.1 viser tre forskellige parametriseringer af det rette linjestykke fra
Q “ 1 (0,-2, 1) til (0,2,3). Figur 24.2 viser tilsvarende to forskellige parametris-
eringer af en cirkel med radius 1 og centrum i (0,0,0). Figur 24.4 viser
tilsvarende 2 forskellige parametriseringer af en skruelinje.

td
~

Vi antager her og i det folgende, at de tre koordinatfunktioner x(u), y(u) og z(u) i
parameterfremstillingerne er paene funktioner af u. Vi antager simpelthen, at de alle tre
er glatte funktioner af u sdledes at de kan differentieres vilkdrligt mange gange. Specielt
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Figure 24.1: Linjestykket fra (0,—2,3) til (0,2, 3) er her parametriseret pa 3 forskellige
mader: 11(u) = (0,2u,3), u € [-1,1]; nu) = (0,2u% %), u € [-1,1], og 13(u) =
(0, 2sin(Su), %) , u € [—1, 1] . Markeringerne pa de enkelte linjestykker stammer fra den ind-
deling af det felles parameterinterval [—1, 1] som bestdr af 20 lige store delintervaller. Bemeerk,
at leengden af de tre 'kurver’ klart er den samme, selv om parametriseringerne er ret forskellige.

Se Opgave 24.16.

er de afledede funktioner x'(u), y'(u) og z'(u) derfor kontinuerte i intervallet [a, b]. S&
har vi ogsa, at

¥ ()] = /x()2 + ' ()2 + 2/ ()2 (24-2)

er en kontinuert funktion i intervallet [a, b]. Specielt kan denne funktion derfor integreres
over intervallet, jvf. eNote 21 og det har vi om lidt brug for i definition 24.5 nedenfor.

Il Definition 24.1  Regulaer parameterfremstilling

En parameterfremstilling r(u) for en kurve Ky - som i (24.1.1) - siges at vre en requlr
parameterfremstilling hvis felgende betingelse er opfyldt:

Y (u) #0 foralle u € [a,b] . (24-3)

lll Opgave 24.2

Hvilke af parameterfremstillingerne i figurerne 24.1, 24.2, 24.4, og 24.5 er reguleere?
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En parametriseret kurve er andet og mere end blot billedmeengden (punkt-
meengden) r([a,b]), idet selve parametriseringen eksempelvis kan foreskrive
at dele af punktmeengden skal gennemlgbes flere gange, se eksempel 24.10
nedenfor.

Man kan gerne teenke pd intervallet [a, b] som en retlinet elastik i hvile. Vektor-
afbildningen r deformerer elastikken (ind i rummet) ved at boje, streekke
eller komprimere elastikken. En lokal streekning gor selvfolgelig elastikken
lokalt leengere, mens en lokal komprimering gor elastikken lokalt kortere. Et
torste naturligt spergsmal er derfor hvor lang hele elastikken er efter brug af
afbildningen r. Kurveintegralet indferes blandt andet med henblik pa at finde
‘ den totale leengde af den deformerede kurve i rummet.

Vi kan ligeledes forestille os, at den parametriserede kurve selv er masselgs,
men at den til gengeeld efter deformationen med r farves med en maling pa
en sddan made at masseteetheden af malingen langs med kurven (i gram pr.
centimeter, f.eks.) er givet som en funktion f af stedet (x,y, z) i rummet — altsé
sadan at masseteetheden af malingen pa stedet r(u) er f(r(u)). Opgaven er da
at finde den totale masse af den deformerede og farvelagte parametriserede
kurve. Bemeerk, at med lidt fantasi kan vi endda gerne tillade, at ‘'masseteethe-
den’ f antager negative verdier.

Disse forestillinger skal naturligvis kun hjeelpe os til at f4 en passende intuitiv
forstaelse af de indferte begreber; vi skal i de relaterede eNoter se adskillige
andre tolkninger og brug af kurveintegralet.

|l Eksempel 24.3  Skruelinje

Skruelinjen i figur 24.4 er preesenteret med 2 forskellige parametriseringer:
r1(u) = (cos(27mu), sin(2mtu), Fu), u € [-1,1] , og
r(u) = (cos2mu?®), sin(2mu?), Zu?), u € [-1,1].

Markeringerne stammer fra den inddeling af parameterintervallet [—1,1] som bestar af 200
lige store delintervaller. Kurverne er igen klart lige lange (se opgave 24.16).
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Figure 24.2: En cirkel i (x,y)-planen er her parametriseret pd 2 forskellige mader: r(u) =
(cos(mu), sin(mu), 0), u € [-1,1], 0og r2(u) = (cos(rru?), sin(mwu),0), u € [~1,1]. Mar-
keringerne stammer fra den inddeling af parameterintervallet [—1,1] som bestar af 100 lige store
delintervaller. Leengden af cirklen er 27t - uaftheengig af parametriseringen.

lll Eksempel 24.4 Knude

Knuden i Figur 24.5 har den noget komplicerede parameterfremstilling

r(u) = (—3cos(u) — {5 cos(5u) + 3 sin(2u), 3 sin(u) — 7 sin(5u) — 1 cos(2u), 3cos(3u)) ,

hvor u € [—m, 7.

Vi definerer kurveintegration pa felgende made, og motiverer definitionen i afsnit 24.1.1
nedenfor:
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Figure 24.3: Carl Gustav Jakob Jacobi. Se Biografi.

ll Definition 24.5 Kurveintegral

Lad f(x,vy,z) betegne en kontinuert funktion pd R3. Kurveintegralet af funktionen
f over en parametriseret kurve K; defineres ved

b
/ Fdu = / F(x(u)) Jacobi,(u)du (24-4)
K; a
hvor Jacobi-funktionen Jacobi,(u) er givet ved:
Jacobi, (1) = |/ (u)| . (24-5)

Jacobi-funktionen Jacobi, (1) betegner altsd leengden af tangentvektoren ' (u) til kur-
ven pa stedet r(u).

. Leeg meerke til, at det symbol, der star pd venstre side af lighedstegnet i (24.1.4),

S~ - | kun er et symbol for kurveintegralet. Det integral vi skal regne ud star pa hejre

Q side. Og det kan lade sig gore at integrere, fordi bade f, r og || er kontinuerte,
sdledes at integranden er kontinuert.

Hvis vi indseetter r(u) = (x(u),y(u),z(u)) i udtrykket for kurveintegralet far vi:

b
[ fan = [ felu) yla), 2(0) P @2y @R Z @2 du . 46)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Jacobi.html
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Figure 24.4: En skruelinje i rummet med to forskellige parametriseringer. Se eksempel 24.3.

lll Bemaerkning 24.6

Parameterfremstillingen (24.1.1) for kurven er reguleer hvis parameterfremstillingens

Jacobi-funktion er positiv: Jacobi, (1) = |t'(u)| > 0 for alle u i det givne interval
[a,b].

lll Eksempel 24.7 En vaegtet cirkel

Givet funktionen f(x,y,z) = 7x og et parametriseret cirkelstykke

Cr: r(u) = (x(u),y(u),z(u)) = (cos(u), sin(u), 0), u e [—g, ]

Kurveintegralet af f over C; er

o= [ty 00) V0P + 2+ 20 d
- /7;/2 7 cos(u) \/(— sin(u))? + (cos(u))? du

T
:/ 7cos(u) du =7
—m/2




eNote 24 ||| 24.1 KURVEINTEGRALER 7

rZZL LT
UK

Figure 24.5: En knude. Se eksempel 24 .4

Som neevnt, og som vi vil godtgere nedenfor - i afsnit 24.1.1 om Motivering af kurveinte-
gralet - kan kurveintegraler benyttes til at finde leengder af parametriserede kurver og
til at finde den totale masse af parametriserede kurver med givne massetaetheder. Hvis
masseteetheden er konstant 1 fas leengden (man kan finde leengden af en sddan kurve
ved at veje den):

Il Definition 24.8 Leengden af en kurve

Laengden af den parametriserede kurve
Ke: r(u) = (x(u),y(u),z(u)) , u€la,b]

defineres som kurveintegralet

LK) = [ ldp = /ﬂb ¢ ()| du . (24-7)
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lll Eksempel 24.9 Laengde af cirkelstykke

Det parametriserede cirkelstykke

Cr: r(u) = (cos(u), sin(u), 0), u € [—g, ud

har leengden

LG = [ 1dp = [ 7;/2 2+ () + 2 ()2 du

_ L 7;/2 V/ (= sin(1))2 + cos(u))? du

T 3
= 1du = —
/7{/2 2

Il Eksempel 24.10  Multiple cirkelvindinger
Den parametriserede plane kurve
Cr: r(u) = (cos(u), sin(u), 0), u € [—%,771]

har leengden L(C;) = 151 gvarende til at parametriseringen ‘leegger” det lange interval flere
gange rundt pd enhedscirklen!

lll Eksempel 24.11  Laengden af en plan spiral

Den parametriserede plane spiral (se figur 24.6)
Ky: r(u) = (ucos(u), usin(u),0), u € [0,7/2]

har leengden

L(K;) = Krldpt—/n/ \/ )2 + 2/ (u)? du
= /On/Z \/(cos(u) ~ usin(u))? + (sin(u) + ucos(u))? du
= /O”/z m du

o (24-8)

- [(1/2)14 1+u2+(1/2) arcsinh(u)]0

=(rt/4)\/1+ (1t/2)2+ (1/2) arcsinh(n/Z)
=(/8)V4+m>+(1 —(1/2)In(—m + V4 + 1?)

=2.079
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Figure 24.6: Del af en plan spiral. Se eksempel 24.11.

lll Eksempel 24.12  Ellipsens leengde

Leengden af en ellipse. Den parametriserede ellipse (se Figur 24.7)
Ky: r(u) = (acos(u), bsin(u),0), u € [—n, 7|

har leengden

L(Ky) = /Krldy = /_7; \/x’(u)2—|—y’(u)2—|—z’(u)2 du

T
:/ \/azsinz(u)+b2c052(u) du
-7

2
( = (2) ) ,
a
hvor E betegner det sdkaldte fuldsteendige elliptiske integral af 2. orden. Om funktionen
E(u) neevner vi her kun, at funktionsveerdieniu = O er E(0) = 7/2, saledes at ovenstdende

resultat betyder, at nar ellipsen specielt er en cirkel, dvs. ndr a = b, sd far vi den korrekte
omkreds af cirklen med radius a: L = 2ma.

|l Eksempel 24.13  Skruelinjens leengde

Den parametriserede skruelinje

Ky: r(u) = (cos(u), sin(u), u), u € [—2m,27m]
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Figure 24.7: En ellipse med halvakser a = 1 og b = 2. Se eksempel 24.12.

har leengden

L(Ky) = /K,ldy = /_2; \/x/(u>2+y/(u>2+z/(u)2 du
= /_2; \/(— sin(u))? + (cos(u))?>+1 du
= [ Vadu=1nv3

Il Definition 24.14  En-entydig parameterfremstilling

Parameterfremstillingen i (24.1.1) for kurven K; siges at veaere en-entydig hvis der for
alle u; € [a,b] og for alle uy € [a,b] geelder folgende:

uy # up medfererat r(uy) # r(upz) . (24-9)
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lll Opgave 24.15

Hvilke af parameterfremstillingerne i figurerne 24.1, 24.2, og 24.4, henholdsvis i eksemplerne
24.9,24.10, og 24.13, er en-entydige?

lll Opgave 24.16

Vis, at Definition 24.8 giver samme leengde for de tre parametriseringer af linjestykket i figur
24.1, samme leengde af de to cirkelstykker i figur 24.2 og samme leengde af de to skruelinjer i
figur 24.4.

lll Opgave 24.17

Find leengden (med 3 decimaler) af knuden i figur 24.5.

lll Opgave 24.18

Find regulere, en-entydige parameterfremstillinger af linjestykket (figur 24.1), cirklen (figur
24.2), og skruelinjen (figur 24.4), sdledes at alle parameterfremstillingerne har det feelles pa-
rameterinterval [0, 7] .

24.1.1 Motivering af kurveintegralet

Hvis vi deler intervallet [a, D] i n lige store dele, sa har hvert delinterval leengden 6, =
(b — a)/n og delepunkternes koordinater i [a, b] bliver:
up = a,
up = up+96, = a+dy,
= oy = 20y,
us Uy + 0y a—+ 20y (24-10)
ug = uz+9, = a+36,,

b=u,+96, = a+nd,

Med hver af disse fast valgte veerdier af #; som udviklingspunkt kan vi nu bruge Tay-
lor’s greenseformel for hver af de 3 koordinat-funktioner x(u), y(u), og z(u) for r(u) =
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(x(u),y(u),z(u)) til forste orden og med de tilherende epsilon-funktioner som felger,
se eNote 17:

x(u) = x(uy) +x"(u;) (u— ) 4+ ex (v — ;) - [u — )
y(u) = y(u) +y (u) (u—u;) +ey(u—u;) - [u—ul (24-11)
z(u;) + 2" (u;) (u — wy) + ez (u — u;) - |u — u;

Disse 3 formler kan vi samle og udtrykke med vektor-notation saledes:
r(u) = e(u;) + ¢(u) - (u—u) + &(u—u)-0; (24-12)

hvor vi bruger den korte skrivemdade p; = |u —u;| = /(u — u;)? for afstanden mellem
den variable veerdi u og den faste veerdi u; i parameterintervallet. Desuden geelder at
vektoren &;(u —u;) = (ex(u—u;), ey(u —u;), e2(u —u;)) — (0,0,0) = 0foru — u;

Hvert del-interval [u;, u; + 6, fra u-aksen afbildes pa kurve-stykket r(u), u € [u;,u; +
0], og dette kurve-stykke kan vi approksimere med den linezere del af udtrykket i
(24.1.12), som fés ved at fjerne ¢;-bidraget fra hojre side i (24.1.12):

rapp, (1) = £(u) + P () (=), w € [ui+d) . (413)

Se figurerne 24.8 og 24.9 hvor de approksimerende linjestykker er vist for en parametris-
eret cirkel, for to forskellige parametriseringer og for forskellige veerdier af n. Det i'te
linjestykke har pr. definition kontakt med kurven i sit ene endepunkt. Det kalder vi
kontaktpunktet for linjestykket.

Leengden af en kurve

Hvert enkelt af de i alt n approksimerende linjestykker har en leengde, se Figur 24.8.
Leengden af det i'te linjestykke er ifolge (24.1.13)

AL; = |tapp, (i +6u) — tapp, (ui)| = |t'(ui)| - 0u . (24-14)

Summen af disse n leengder er (for store veerdier af n) klart en god approksimation til
leengden af kurven, sdledes at vi kan skrive

1=

n
Lapp(n) = Y AL = Y [X ()] -4, (24-15)
i=1

1

I
—_
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Da ovenstdende sum er en integralsum (se eNote 21) for den kontinuerte funktion
|t'(u)| over intervallet [a,b], opnds i greensen, hvor n gér imod uendelig:

b
Lapp (1) — L = / ¥ (u)|du for n—oco . (24-16)
a

Vi har dermed motiveret definitionen af leengden af en kurve som angivet ovenfor, nem-
lig som kurveintegralet af den konstante funktion 1 over den parametriserede kurve.

Figure 24.8: Kurven r(u) = (cos(27u), sin(2wu), 0), u € [—1,1], med henholdsvis 10, 20,
og 30 approksimerende linjestykker. Det er rimeligt at definere leengden af kurven som den
totale leengde af de approksimerende linjestykker i den graense hvor antallet af linjestykker gar
mod uendelig.

Figure 24.9: Kurven r(u) = (cos(2mu®), sin(2mtu?), 0), u € [—1,1], med henholdsvis 30,
60 og 100 approksimerende linjestykker. Det er stadig rimeligt at definere leengden af kurven
som den totale leengde af de approksimerende linjestykker i den graense hvor antallet af ap-
proksimerende linjestykker gar mod uendelig.
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Masse, veegten af en kurve med massetaethed

Hvis vi antager, at hvert enkelt linjestykke i (24.1.13) tildeles en konstant masseteethed
givet ved veerdien af funktionen f(x,y,z) i linjestykkets kontaktpunkt med kurven, sa
tar vi massen af det i’te linjestykke:

AM; = Fe(u), y(us), =) | ()] -6 = Fx()) € ()] - 64

Den totale masse af hele systemet af linjestykker er derfor folgende, som er en god
approksimation til massen af hele kurven, nér kurven tildeles masseteetheden f(r(u))
pa stedet r(u) :

Mapp (1) = iAMi - if(r(u») ()] 5 (24-17)

Dette er igen en integralsum, men nu for den kontinuerte funktion f(r(u)) |¥'(u)| over
intervallet [a,b]. Vi far altsd i greensen, hvor n gar mod uendelig:

Mapp(n) = M = /abf(r(u))|r’(u)|du for n— oo . (24-18)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en kurve med masseteetheden f (r(u))
(for sa vidt denne funktion er positiv i [4,b]) og dermed den generelle definition af
kurveintegralet, Definition 24.5.

24.2 Planintegraler

Et parametriseret omrade i planen er givet ved en parameterfremstilling
Pe: r(u,0) = (x(u,0),y(u,0)) €ER*> , uclab], vecld |, (24-19)
hvor x(u,v) og y(u,v) er givne (typisk glatte) funktioner af de to parameter-variable u

0g .

Planintegraler opstilles, betegnes, og beregnes helt analogt til kurveintegralerne:
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Figure 24.10: Dette omrdde i planen er givet ved folgende parameterfremstilling, der repraesen-
terer poleere koordinater i planen: r(u,v) = (ucos(v), usin(v)) , u € [0,1] , v € [, 7] . Param-
eterrektanglet ses til venstre. Den deformeres og afbildes (ved brug af r) pd det plane omrade i
midten. Til hgjre er antydet placeringen og sterrelsen (paneer en faktor 4) af de til det givne net
heorende approksimerende parallelogrammer (her er der tale om rektangler).

Il Definition 24.19  Planintegral

Lad f(x,y) betegne en kontinuert funktion pad R?. Planintegralet af funktionen f
over det parametriserede omrade P, defineres ved

/ fdu = /d /bf(r(u v)) Jacobi,(u,v) du do (24-20)
12 c Ja ’ n ’
hvor Jacobi-funktionen Jacobi, (1, v),

Jacobi, (u,v) = |t},(u,0)| - |¥,(u,0)|-sin(0(u,v)) , (24-21)

er arealet af det parallelogram i planen, der pa stedet r(u, v) udspeendes af de to tan-
gentvektorer 1) (u,v) og 1, (u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punk-
tet r(u,v) i planen (funktionen 6(u,v) € [0, ] betegner vinklen mellem disse tan-
gentvektorer).
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Figure 24.11: Plant omrade med parabelkoordinater. Dette omrade i planen er givet ved para-

meterfremstillingen r(1,v) = (uv, 3(u*> —v?)), u € [-2,2] , v € [0,2]. Figuren til hejre anty-

der igen et system af areal-approksimerende parallelogrammer paneer faktor 4.

Il Definition 24.20  Reguleer parameterfremstilling for et omrade i planen

Parameterfremstillingen (24.2.19) siges at vre en requlr parameterfremstilling for det
plane omrade hvis der gelder felgende:

Jacobi.(u,v) >0 foralle u € [a,b], ve]|cd . (24-22)

| Definition 24.21  En-entydig parameterfremstilling

Som for parametriserede kurver siges parameterfremstillingen i (24.2.19) at vre en-
entydig hvis forskellige punkter i definitionsmangden afbildes i forskellige punkter
i billedmeengden i planen.

lll Opgave 24.22

Vis, at Jacobi, (1, v) (i (24.2.21)) ogsa kan findes som den numeriske veerdi af determinanten
af den (2 x 2)-matrix, der som sgjler har koordinaterne for de to vektorer r}, (1, v) og r,,(u, v).
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lll Eksempel 24.23 Standard graf-afgraenset omrade

Laf f(x) betegne en positiv funktion pd et x-interval [a, b]. S& kan vi parametrisere omradet
imellem x-aksen og grafen for funktionen f(x) pa folgende simple méde:

P : r(wv)=(wuvo-f(u)) , ueclab , vel0l] . (24-23)

Se figur 24.12 (hvor funktionen f(x) = 1+ x + x? er benyttet til illustration). Til bestemmelse
af arealet af omradet imellem grafen for f(x) og x-aksen har vi nu helt generelt:

Jacobi(u,v) = f(u) , (24-24)

fordi , )
r,(u,0) = (Lo f'(u) og
r,(u,0) = (0, f(u))
sddan at determinanten af den matrix, der har sejlerne r},(u,v) og r,(u,v), netop i dette til-

feelde er funktionen f(u) selv og dermed er ogsa Jacobifunktionen givet ved f(u) ifelge op-
gave 24.22. Heraf fas det enskede areal rekonstrueret som:

Areal(Py) :/Pr 1d;u:/01 </ab f(u)du) dv

:/ub f(u)du

Overvej, hvad der sker med integralet i (24.2.26), hvis f(x) tillades at veere negativ pa givne

(24-25)

(24-26)
delintervaller af [a, D].

lll Eksempel 24.24  Elliptisk omrade

Det parametriserede elliptiske omrade i planen (se figur 24.13)
Pr: r(u,v) = (avcos(u), busin(u)), u € [-mn, 7|, ve[0,1].

har arealet )
Vs
Areal(Py) = [ ldu = / / abv du dv = abmt
Pr 0 —7T

idet Jacobi,(u,v) = abv. Sammenlign med beregningen af leengden af ellipsen i eksempel
24.12.
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et it

Figure 24.12: Parametrisering af omrddet imellem x-aksen og grafen for funktionen f(x) =
1+ x + x2. Se eksempel 24.23.

lll Opgave 24.25 Niveau-afgreenset elliptisk omrade

Et elliptisk omrade i planen er afgreenset af niveaukurven Ky ( f) for andengradspolynomiet
fry)=2-2242-y*+2-x-y—8-x—10-y +13 . (24-27)

Bestem leengden af niveukurven og bestem arealet af det afgreensede elliptiske omrade i
(x,y)-planen. Se figur 24.14. Vink: eksempel 22.1 i eNote 20.

lll Eksempel 24.26  Spiral-omrade

Det parametriserede spiral-afgreensede omrédde i planen (se Figur 24.15)
Pe: r(u,v) = (vucos(u), vusin(u)) , u € [0,7/2], ve[0,1].

har arealet .
T
Areal(P;) = / ldy = / / vududo = m/48
P 0 Jo

idet Jacobi,(u,v) = v*u. Sammenlign med beregningen af lzengden af spiralen i eksempel
24.11.
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Figure 24.13: Et elliptisk omrade i planen med halvakser 2 = 1 og b = 2. Se eksempel 24.24.
Bemzerk, at de approksimerende parallelogrammer (her vist skalerede) ikke er rektangler.

24.2.1 Motivering af plan-integralet

Hyvis viianalogi med opstillingen af kurveintegralet deler begge parameter-intervallerne
[a,b] og [c,d] i henholdsvis n og m lige store dele, sa har hvert u-delinterval leengden
0y = (b—a)/n oghvert v-delinterval har leengden 6, = (d — c¢)/m. Tilsvarende bliver
delepunkternes koordinateri (1, v)-parameteromradet (som jo er rektanglet [a, b] x [c, d]
i R?) - jvf. eNote 20:

(ug,01) = (a,c),

(u1,0)) = (a,c+ (j—1)é,),

(uj,v1) = (a+ (i—1)dy,¢),

(1,0;) = (a+ (i = 1)y, c+ (j—1)6,), (24-28)

(b,d) = (a+ nd,,c+mdy)

Med hvert af disse faste punkter (u;, v;) som udviklingspunkt kan vi igen benytte Tay-
lor’s greenseformel, nu for hver af de 2 koordinat-funktioner x(u, v) og y(u,v) for r(u,v) =
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Figure 24.14: Et elliptisk omrade i planen er afgraenset af en ellipse som er niveaukurven /Co(f)
for andengradspolynomiet f(x,y) =2-x*+2-y?>+2-x-y —8-x — 10y + 13. Se opgave 24.25
og eksempel 22.1 i eNote 20.

(x(u,v),y(u,v)) til forste orden med tilherende epsilon-funktioner:

r(u,v) = r(u;, ;)
+ ), (5, 0) - (u — ;) (24-29)
+1,(u;,v)) - (0 —vj)

+pij - &j(u —uj 0 —v;)

hvor u € [u;, u;+9d,], v € [vj, vj+§v] . Her betegner p;; = \/(u —u;)? + (v —vj)?
afstanden mellem det variable punkt (u,v) og det faste udviklingspunkt (u;,v;) i pa-
rameteromrddet. Der geelder her, at vektorfunktionen &;;(v — u;, v —v;) — (0,0) = 0
for (u —u;,v—v;) — (0,0) .

Hvert del-rektangel [u;, u; + 6, X [0}, v; + &,] afbildes pa det plane del-omrade, som vi
kan angive med r(u, v) evalueret i parameter-del-rektanglet u € [u;, u; +6,],v € [v},v;+
Jy] og dette delomréde af det plane omréade kan vi approksimere med den linezere del
af udtrykket i (24.2.29), som igen netop fés ved at fijerne g;;-bidraget fra hejre side i
(24.2.29):

rappij(u/ ’0) = l‘(l/li, U]) + r:l(ui/ U]) ) (u - ui) + 1';,(1/[1', U]) ) (U - ’0]) ’ (24'30)

hvor 1 og v stadig gennemlober del-intervallerne u € [u;, u;+6,], v € [vj, vj+ 6] .
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Figure 24.15: Et spiral-afgreenset omrade i planen. Se eksempel 24.26.

Disse linezere approksimationer er parallelogrammer, som udspeendes af de to tan-
gentvektorer 1, (u;, v;) - 6, 0g 1;,(u;, V) - y.

Areal af plant omrade

Hvert enkelt af de ialt nn - m approksimerende parallelogrammer har et areal. Arealet af
det (i, j)'te parallelogram er givet ved

A Areal;; = |1, (u;,v))] - |1, (s, vj)| sin(6(u;,v})) - 6u - 6o (24-31)
— ]acobir(ui, Uj) -0y - Oy

lll Opgave 24.27

Bevis denne pastand: Arealet af et parallelogram er produktet af leengderne af de to udspeen-
dende vektorer og sinus til den mellemliggende vinkel. Se eNote 6

Summen af disse ialt nm arealer er klart en god approksimation til arealet af hele
fladestykket, sdledes at vi har

m n m n

Arealapp(n,m) = Y Y AAreal; = ) ) Jacobi,(1,0;) - 86, . (24-32)
j=1i=1 j=1i=1

Da ovenstdende sum er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funktion Jacobi,(u, v)
over parameter-rektanglet [a,b] X [c,d]| far vi i greensen, hvor n og m begge gar mod
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uendelig (se eNote 21 ):

d b
Arealypp(n,m) — Areal = / / Jacobi (u,v)dudv for n,m—oco . (24-33)
c a

Dette er begrundelsen for definitionen af arealet af et parametriseret omrade i planen
som angivet ovenfor, nemlig som fladeintegralet af den konstante funktion 1.

Massen, veegten af et plant omrade

Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelogram i (24.2.30) tildeles en konstant mas-
seteethed givet ved verdien af funktionen f(x,y) i parallelogrammets kontaktpunkt
med fladen, sa far vi massen af det (i, j) te parallelogram :

AM;; = f(x(ui,v),y(u;, v})) Jacobig(ii, v;) - 6udy

= f(r(u;, ;) Jacobi,(u;,v;) - udy (24-34)

Den totale masse af hele systemet af parallelogrammer er derfor felgende, som er en
god approksimation til massen af hele det plane omrdde nar dette gives masseteetheden
f(r(u,v))ipunktet r(u,v).

Mapp(n, m) = i iAMij = i if(r(ui,vj)) ]aCObir(Z/lz',U]') '(su§v . (24-35)

Dette er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funktion f(r(u,v)) Jacobi,(u,v)
over parameter-rektanglet [a,b] x [c,d]. Vi far altsd i greensen, hvor n og m gar mod
uendelig:

d b
Mapp (12, m) —>M:/C /a f(r(u,v))Jacobi(u,v)dudv for n,m — oo . (24-36)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af et parametriseret omrade i planen
med massetetheden f(r(u,v)) og dermed ogsd den generelle definition af planinte-
gralet, definition 24.19.
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lll Eksempel 24.28 Total vaegt af ring-omrade

Lad f(x,y) = 1+ x veere vagtfunktion pa det plane omréade i (x, y)-planen der er afgraenset
af x-aksen og de to evre halvcirkelbuer af cirklerne med radius henholdsvis 1 og 1/2, begge
med centrum i (0,0), se figur 24.16. En parametrisering af omradet er for eksempel:

P : r(u,v)=(u-cos(v),u-sin(v)) , hvor ue[l/2,1] , vel0,n] . (24-37)

Nar omradet er veegtet med veegtfunktionen f(x, y) bliver den totale veegt af omradet:

T pl
M(P,) = / Fau = / F(x(u,0)) - Jacobiy (i, 0) dudo (24-38)
P, 0o Ji/2
hvor
f(r'(u, v)) =1+x(u,v) =1+u-cos(v) og (24-39)
Jacobi (u,v) =u ,
sadan at .
7T
M(P,) = / / (14 u-cos(v)) - ududv
0o Ji/2
= —u”+ ~u’-cos(v) dv
/0 |:2 3 u=1/2
T (3 7
_ S 7. (24-40)
/0 (8 + 52 cos(v)) dv
= |gU+ 5 sin(v »
3«
=3 )

Den totale masse af omradet med den givne veegtfordeling er altsa M(P;) = 37t/8. Til sam-
menligning er arealet af omradet jo ogsd Areal(P;) = 371/8 — men det er et tilfeelde.
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Figure 24.16: Et (halvt) ring-omrade i planen med antydet vaegtfordeling. Se eksempel 24.28.
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24.3 Opsummering

Vi har i denne eNote opstillet de begreber og metoder, der giver os preecise udtryk for
leengder af kurver, arealer af plane omrdder og mere generelt kurve- og plan-integraler
af (veegt-)funktioner pa kurver og plane omrader, der er parametriserede ud fra hen-
holdsvis et interval eller et rektanguleert parameter-omrdde. Kurve- og plan-integralerne
er opstillet ved hjeelp af de respektive Jacobi-funktioner, som angiver hvor meget para-
meterintervallet eller parameter-omrddet lokalt deformeres nar det afbildes over i den
onskede kurve eller over i det enskede plane omrdde ved de valgte vektor-afbildninger

r(u) ogr(u,v).

e For en rum-kurve K; med parameterfremstillingen r(u) = (x(u),y(u),z(u)) har
vi felgende motiverede kurveintegral af funktionen f(x,y,z) over rumkurven:

b .
[ fan = / F(x(u)) Jacobi,(u)du (24-41)

hvor Jacobi-funktionen Jacobi, (1) er givet ved leengden af parametriseringens tan-

gentvektor:
Jacobi,(u) = |¥'(u)| . (24-42)

e For et plant omrade Pr med parameterfremstillingen r(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) har
vi ligeledes motiveret folgende definition af planintegralet af funktionen f(x,y)
over omrdadet:

d b ‘
Prfd;t:/c /a f(r(u,v)) Jacobi (u,v) dudov (24-43)

hvor Jacobi-funktionen Jacobi, (1, v) nu er givet ved parallelogram-arealet udspaendt
af koordinatkurvernes tangentvektorer:

Jacobi,(u,v) = |¥},(u,0)| - |¥,(u,0)|-sin(0(u,v)) , (24-44)

hvor 6(u,v) € [0, ] betegner vinklen mellem de to tangentvektorer r),(1,v) og
) (u,0).
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