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lll eNote 21

Taylor's greenseformel for funktioner af to
variable

I eNote 4 har vi studeret Taylor’s greenseformel for én variabel og fundet approksimerende
polynomier af vilkirlig hoj grad til givne funktioner. For funktioner af to variable gaelder en
tilsvarende formel, som vi dog vil nojes med at udvikle til approksimation med
andengrads-polynomier. Vi kan 0gsd her benytte Taylor’s greenseformel til at undersoge
funktionsvaerdierne i og omkring ethvert punkt hvor funktionen er glat. Specielt vil vi i forste
omgang benytte formlen for funktioner af to variable til at finde og undersoge lokale og globale
minima og maksima for funktionerne.

21.1 Hgjere-ordens afledede

Vi vil i denne eNote undersoge funktioner f(x,y) af to variable i et omrdde M som er
en delmengde af definitionsmengden for f(x,y) i planen, M C Dm(f) C R>.

Vi vil antage, at funktionen kan differentieres partielt vilkarligt mange gange, altsd
at alle de afledede funktioner eksisterer for ethvert (x,y) i det indre af M: f.(x,y),
fo (), fee(y), fry (X, y), fiy(X,¥), fryx(x,y) osv. Disse hejere afledede vil vi bruge til
at konstruere (koefficienterne i) de approksimerende polynomier af to variable preecis

pd samme mdde som vi konstruerede dem for funktioner af én variabel.
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lll Definition 21.1

Hvis en funktion f(x,y) kan differentieres partielt vilkdrligt mange gange i ethvert
punkt (x,v) i det indre M af et givet omrade M i planen, s siger vi, at funktionen
er glati M.

lll Eksempel 21.2 Hgjere-ordens afledede af nogle elementzere funktioner

Her er nogle forste- og anden-ordens afledede af nogle kendte funktioner af to variable. Laeg
meerke til, at f,\(x,y) ikke optraeder eksplicit i tabellen — det er fordi f.(x,y) = fy,(x,¥)
for alle (x,y) nar funktionerne er glatte, som antaget, se eNote 15. Funktionen p(g)(x, ) =
\/x% + y? betegner afstandsfunktionen fra (0,0) til (x,y); den er kun glat for (x,y) # (0,0)
som det ogsa fremgar af de viste forste- og anden-ordens partielle afledede af p (g (x,y) i

tabellen. Funktionen p%o 0) (x,y) = x* + y? er derimod (som det ogs fremgar af tabellen) en

at funktion i hele definitionsomrdet, dvs. for alle (x,y) € IR*. Det er kvadratet p afstanden
glat funk hele def det, dvs. for all y) € R2. D kvad p afstand
fra et vilkdrligt punkt (xo,yo) tilsvarende ogsd, dvs. funktionen:

p%xo,yo)(x’y) = (x - xO)Z + (y - yO)Z

| Sy | Ay | iy | H(xy) | Ay [ )
e* e* 0 e* 0 0
eXty Xty Xty eXty eXty eXty
e+ 2. x5V [ 2.y eV | (244-x2) e | 4ox oy et | (244-y2) Y
e*y y-e¥y x-eXy y2 .e¥y eVt x-y-e*V x2 . eXy
£(0,0) (x,y) > . 2y7223/2 - #zs/z szs/z
/ N N (x2+y?) (x2+y?) (x2+y?)
p%o,o) (x,y) 2-x 2.y 2 0 2
Plown X Y) | 2 (x—x0) [ 2 (y —10) 2 0 2

I eksemplet 21.2 ovenfor er de partielle afledede sat p linje i tabellen. I det folgende viser
det sig smart at samle eller pakke de partielle afledede, dels de to ferste-ordens afledede
til en vektor, gradientvektoren for f(x,y) i (xo, yo), som ogs indfres og benyttes i eNote
15:

V f(x0,%0) = (fx(x0,%0), fy(x0,%0)) (21-1)
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og dels de tre anden-ordensafledede i en matrix Hf (xg, o) — den sdkaldte Hesse-matrix
for funktionen f(x,y) i punktet (xo, o), som er bestemt ved

(X0, y0)  fry(x0,y0) . (21-2)

Hf (xp, =
FO0y0) = e o) 77 (30, 90)

/

A Bemeerk specielt at denne matrix er symmetrisk fordi fy, (xo, o) = fjx(x0, Yo)-
K“‘ y Den har derfor nogle seerlige egenskaber, som er afgerende i den geometriske
analyse af funktioner til anden orden.

lll Eksempel 21.3 Gradienter og Hesse-matricer

Ud fra tabellen afleeser vi folgende gradienter og Hesse-matricer for de givne elementeere
glatte funktioner i punktet (xo, yo):

| &) | Vi) | Hf (x,y) |
e (©0) 5 o]
e S S

Ploo) (X y) = %2+ (2-x,2-y) [é g]

e ] )

v 1 | Bemeerk, at funktionen f(x,y) = (x — xp) p%xO /o) (x,y) har gradientvektoren 0

Q i og Hesse-matricen 0 nér de udregnes i selve basispunktet (xo, i) for afstands-
funktionen p(,, 0\ (%, ¥).

lll Opgave 21.4

Bestem gradienten V f(x,y) og Hesse-matricen Hf (x,y) i ethvert punkt (x,y) € R? for hver
af folgende funktioner:

flry)=cos(x+y) , flxy)=cos(x-y) , fluy)=x"+y*+xy . (21-3)
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21.2 Approksimation af funktioner af to variable

Vi vil nu sammenligne funktionen f(x,y) med et vilkarligt andengrads-polynomium
i de to variable x og y og bestemme koefficienterne i polynomiet ved at kreeve, at
forskellen skal veere lille i og omkring punktet xo.

Det polynomium, vi vil afpreve og sammenligne med, er folgende:
a+by - (x —x0) +b2- (¥ —vo)

+ (%) (x — x0)2 +hpp - (x —x0) - (v —yo) + (%) (y— yo)z (21-4)

Vi vil veelge koefficienterne a, by, by, h11, h1z, 0g hpy, sd preecise at restfunktionen R(x, y) =
Ry, (xy0) (%, ) 1 forhold til f(x,y) bliver sa (numerisk) lille som muligt i og omkring
punktet (xg, o) — pd samme made som vi motiverede Taylor’s formler for funktioner af
én variabel i eNote 17:

fx,y) =a+br-(x—x0) +b2- (¥ —yo)
() w2 xR - @

+ R(x,y)

Det polynomium af anden grad, som vi prover at approksimere med i (21.2.5),

er et helt generelt andengradspolynomium; ethvert andengradspolynomium

kan skrives p denne form ogsa selv om veerdierne af xo og yo er givet pa
forhdand. Bemeerk, at der er 6 koefficienter, der endnu ikke er bestemt: a, by, by,

‘ h11, h12, 0g hyy. Og meengden af andengradspolynomier i to variable er netop
et 6-dimensionalt vektorrum!

Kunsten er at finde de bedste verdier af disse 6 koefficienter, sdledes at R(x, y)
bliver numerisk lille i og tet pa punktet (x, yo).

Restfunktionen R(x,y) kan skrives som forskellen mellem f(x,y) og polynomiet:
R(x,y) = f(x,y) —a— b1~ (x —x0) = b2~ (y — o)

_ (%) (¥ —x0)% —h1p- (x —x0) - (¥ — yo) — (%) = yo)? (21-6)
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Vi vil nu stille folgende naturlige krav til restfunktionen — krav som sikrer, at restfunk-
tionen er meget lille i og omkring (xg, o) og dermed, at polynomiet vi far frem pa den
mdde er meget teet pa funktionen f(x,y).

Det forste krav er naturligvis, at restfunktionen er 0 i (xg,1p). Vi indseetter kravet i
ligningen (21.2.6) og far:

R(xo,y0) =0 giver 0= f(xo,y0) —a , (21-7)
hvorved konstantleddet i det approksimerende polynomium allerede er bestemt:

a = f(xo,y0) - (21-8)

Det neeste krav er selvfolgelig at R}(xo,y0) = Rj(x0,y0) = 0 sdledes at VR(xo, y0) =
(0,0), hvilket geometrisk betyder, at grafen for restfunktionen har vandret tangentplan
— identisk med (x,y)-planen — i (xp,10). Indsaettes disse krav til R(x,y) i ligningen
(21.2.6) far vi at

Ri(x0,y0) =0 somgiver 0= fi.(xo,y0) —b1 ,
(21-9)
R (x0,50) =0 somgiver 0= f(xo,40) —b2 ,

hvorved koefficienterne by = f1(xo,y0) og bo = fi(x0, o) 0gsé er bestemte. Vi har:

(b1,b2) = V f(x0,40) - (21-10)

Det sidste krav til R(x,y) vi vil anvende er at alle de tre anden-ordens partielle afledede
af R(x,y) ogsa er 01 (xo,Yo):

Indseettes disse 3 krav til R(x, y) i ligningen (21.2.6) far vi at

RY.(x0,y0) =0 somgiver 0= fy'(x0,y0) —h11 ,
RY,(x0,40) =0 somgiver 0= fy,(xo,%0) —hi2 (21-11)

Ry, (x0,y0) =0 som giver 0= fy, (xo,y0) — 22

Dermed er de sidste 3 koefficienter i det sogte polynomium fundet.
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Zi kan skrive resultatet sdledes — nér vi stadig husker pa, at fy, (xo, ¥0) = fx, (0, ¥0) =
12}

hiy hip ] fx(x0,90)  fry(x0,Y0)
_ — Hf(xo,v0) . 21-12
{ hia hop [ fir(x0,%0)  fyy(x0,Y0) f(xo.0) ( )

Vi har dermed indset, at de stillede krav til restfunktionen kan opfyldes, og at det re-
sulterende andengradspolynomium, der opfylder kravene, derefter netop fortjener at
blive kaldt det approksimerende polynomium af anden grad for f(x,y) med udviklingspunkt

(x0,y0):

Il Definition 21.5 Approksimerende andengrads-polynomium

Lad f(x,y) betegne en glat funktion i et omrdde M i R?> som indeholder punktet
(x0,Y0) € M. Polynomiet

Py (xom0) (0 ¥) = f(x0,Y0) + fr(x0,Y0) - (x — x0) + fy(x0,¥0) - (¥ — Yo)
+ 2 fl(xoy0) - (x — 20

7 (21-13)

+fxy(x01y0) ’ (x - X()) ’ (]/ - yO)

+ % oy (x0,%0) - (¥ — y0)*

kaldes det approksimerende polynomium af anden grad for funktionen f(x,y) med
udviklingspunkt (xo, yo).

Ligesom for funktioner af én variabel er det nu rimeligt at forvente, at med de benyttede
krav til restfunktionen R(x,y) = Ry (x, 4,) (¥, ) ma den veere numerisk sammenlignelig
med en potens af afstandsfunktionen p(,, ) (x, y) til det betragtede punkt (xo,yo). For ek-
sempel kan vi se af det sidste eksempel i 21.3 at alle de krav, vi har stillet til R(x,y), er

opfyldte for funktionen (x — xp) - p%xo,yo) (x,y).

Det er preecis indholdet af folgende seetning som udtrykker netop dette ved hjeelp af en
epsilonfunktion, som selvfelgelig seedvanligvis ikke er sa simpel som (x — xp):
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Il Hjeelpeseaetning 21.6  Restfunktion med epsilon-led

Givet en glat funktion f(x,y). S& kan restfunktionen R, (., ,\(x,¥) skrives pé fol-
gende form:

R, (x00) (% ¥) = 0y yo) (0 Y) - €5 (X — X0,y = y0) (21-14)
hvor e(x — xo,¥ — yo) er en epsilonfunktion af (x — xo, ¥ — ¥o), dvs.

ef(x—x0,y —yo) =0 for (x,y) — (x0,%0) - (21-15)

Vi har nu alle ingredienserne til hovedsaetningen i denne eNote:

ll Seetning 21.7  Taylor’s graenseformel for funktioner af to variable

Enhver glat funktion f(x,y) af to variable kan opdeles i et approksimerende
andengrads-polynomium med givet udviklingspunkt (xo,19) og en restfunktion
med epsilon-led sdledes:

f(x’y) = p2,(x0,y0) (x’y) + RZ,(Xo,y()) (x/y)

= f(x0,Y0) + fx(x0,%0) - (x = x0) + fy(x0,Y0) - (¥ — Yo)
+ % - frx(x0,90) - (x = x0)? (21-16)
+ fry(x0,40) - (x — x0) - (¥ — Yo)
+ % oy (x0,90) - (¥ — y0)?

+ Oxye) (2 Y) - €5(X = X0,¥ = Yo)

Ved at bruge gradienten af f(x,y) og Hesse-matricen for f(x,y) kan vi skrive Taylor’s
graenseformel (21.2.16) p en mere kompakt form, som vi vil benytte i det folgende med
henblik p den geometriske analyse af f(x,y) i og omkring udviklingspunktet (xo, yo):
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Il Seetning 21.8 Taylor’s graenseformel, kompakt, geometrisk

Enhver glat funktion f(x,y) af to variable er en sum af et approksimerende
andengrads-polynomium med givet udviklingspunkt (xo,vo) og en restfunktion
sdledes:

f(x,y) = f(xo0,%0) + V f(x0,y0) - (x — x0,¥ — o)

1 _
+5 [ x—x y—yo]-Hf(xO,yo)-[;_;g} (21-17)

+p%x0,y0)(x’y) : sf(x - xO/]/_yO) ’

hvor
V f(x0,y0) = (fr(x0,¥0), fy(x0,¥0)) 08
Fie(o,y0)  Fy(0,90) —
. xx \ X0, Y0 xy (X0, Y0
Hf (xo0,y0) = ;’x(xo,yo) f;i(xO/yO) ]
Il Bevis

En direkte udregningen af folgende matrixprodukt viser, at (21.2.17) er aekvivalent med
(21.2.16), og det er det eneste nye i seetningen:

[x—x0 y—yo | -Hf(xo,y0)- [ ;:;Cg ]

= [ x—xo y—yo]-[ﬂ‘/"(xo’yo) 4@("0#0)]. {x—xO}

(X0, y0)  fyy(x0,y0) y—Yo (21-19)
= e (x0,50) - (x — x0)?
+2- fry(x0,y0) - (x = x0) - (¥ — ¥o)
+ fyy(X0,%0) - (¥ — v0)?
|

Det approksimerende andengrads-polynomium for f(x, y) med udviklingspunkt (xo, yo)
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er derfor pa kompakt form:

-
~

Py (xo0) (5 Y) = f(x0,%0) + V f(x0,y0) + (x — X0,y — yo)
X — X ] (21-20)
y—Yyo |

+%'[x—x0 y—yO]‘Hf(xofyo)‘[

Leeg meerke til, at det approksimerende forstegrads-polynomium for f(x,y)
netop er den lineare del (lineariseringen) af det approksimerende andengrads-
polynomium:

Py (xo50) (X ¥) = f(x0,%0) + V f(x0,y0) + (x — X0, — Yo)- (21-21)

I eNote 16 har vi set, at den geometriske tolkning af P; (,, ) (¥, ) er at grafen
for det approksimerende ferstegrads-polynomium P; () (x,y) (dvs. planen
z = Py (yy ) (¥,¥) 1 (x,¥,2)-rummet), netop er tangentplanen til graf-fladen for
f(x,y) i punktet (xo, yo, f (%o, ¥0))-

Il Definition 21.9  Stationaere punkter for funktioner af to variable

Lad f(x,y) betegne en glat funktion i et omradde M i Dm(f) C R2. Ved et stationzert

punkt for f(x,y) vil vi forsta ethvert punkt (xq,yo) i M hvor gradienten for f(x,v)
er (0,0).

I et stationeert punkt for f(x,y) har vi altsa:

Vf(x0,y0) = <f3/c(x0/y0)/f;(x0/y0)> =(0,0) . (21-22)

-
~

Geometrisk betyder definition 21.9, at (xg,yp) er et stationeert punkt i
M for f(x,y) hvis tangentplanen til grafen for f(x,y) igennem punktet
(x0,y0, f (x0,Y0)) er vandret, alts parallel med (x, y)-planen, saledes at enheds-
normalvektoren til graf-fladen i punktet (xo,yo,f(x0,40)) er Ny ,)(f) =
(0,0,1).
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21.3 Funktionsundersggelser

Ligesom for kontinuerte funktioner af én variabel geelder det for kontinuerte funktioner
af to variable, at hvis det aktuelle omrade for funktionsundersegelsen er tilstraekkelig
peen, sé er funktionsveerdierne f(x, y) begreensede i omradet:

Il Seetning 21.10 Hovedsaetning for kontinuerte funktioner af to variable

Lad f(x,y) betegne en funktion som er kontinuert i hele sin definitionsmaengde
Dm(f) C R% Lad M vere en begraenset, afsluttet, og sammenhangende meaengde i

Sa er veerdimeengden for funktionen f(x,y) i mengden M et begreenset, afsluttet,
og sammenhaengende interval [ A, B] C R. Vi kan skrive saledes:

vm(fy,) = f(M) ={f(x)|x € M} =[A, B] , (21-23)

hvor der stadig tillades den mulighed at A = B og det sker naturligvis netop nar
f(x,y) er konstant i hele M.

Preecis som for funktioner af én variabel definerer vi nu:

Il Definition 21.11  Globalt minimum og globalt maksimum

Nar en funktion f(x,y) har verdimeengden Vm(f, ) = f(M) = [A,B]ien
mengde M siger vi, at

1. A er den globale minimumuvaerdi for f(x,y) i M, og hvis f(xo,y0) = A for
(x0,y0) € M sé er (xo,Yo) et globalt minimumpunkt for f(x,y) i M.
(

2. B er den globale maksimumveerdi for f(x,y) i M, og hvis f(xo,y9) = B for
(x0,Y0) € M séer (xg,yo) et globalt maksimumpunkt for f(x,y) i M.

En helt naturlig og meget ofte forekommende opgave géar ud pd at finde de globale
maksimum- og minimum-veerdier for givne funktioner f(x,y) i givne meengder og om-
rader M i R? og samtidig dermed at bestemme de (x,y)-punkter i M for hvilke disse
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maksimum- og minimum-veerdier antages — altsa bestemme minimum- og maksimum-
punkterne.

For at lose den opgave er felgende igen en uvurderlig hjeelp (pa samme mdade som ved
undersogelsen af funktioner af én variabel):

Il Hjeelpeseetning 21.12 Maksima og minima i stationaere punkter

Lad (xo, yo) veere et globalt maksimum- eller minimum-punkt for f(x,y) i M.

Antag, at (xp,1o) ikke er et punkt pd randen af omradet M, dvs. vi antager, at
(x0,Y0) er et indre punkt i M. Antag yderligere, at f(x,y) er differentiabel i punktet
(x0,0)-

Sa er (xg,1o) et stationaert punkt for f(x,y) i (x,vo) € M:

(fx(x0,0), fy(x0,%0)) = V f(x0,50) = 0= (0,0) . (21-24)

Il Bevis

Beviset folger det tilsvarende argument for funktioner af én variabel. Kort fortalt: Hvis
V f(x0,y0) # (0,0) sa stiger funktionsveerdierne effektivt i retningen V f (xo, y0) fra (xo,yo)
og funktionsveerdierne aftager effektivt i den modsatte retning —V f(xo,y0) fra (xo,y0) 0g
(x0,0) kan i sa fald hverken veere et minimum- eller et maksimum-punkt.

Hermed har vi undersogelsesmetoden for funktioner af to variable:
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ll Metode 21.13  Undersggelsesmetode

Lad f(x,y) veere en kontinuert funktion og M et afsluttet, begraenset, og sammen-
heengende omrade i definitionsmaengden Dm(f) C RR?.

Maksimum- og minimum-verdierne for funktionen f(x,y), altsi A og B i
veerdimeengden [A, B] for f(x,y) i M findes ved at finde og sammenligne funk-
tionsverdierne i felgende punkter:

1. Randpunkterne for meengden M.

2. Undtagelsespunkter, dvs. de punkter i det indre af M hvor funktionen f(x,y)
ikke er differentiabel.

3. De stationeere punkter, dvs. samtlige de punkter (xo, o) i det indre af M hvor

funktionen f(x,y) er differentiabel og (fy(xo0,¥0), fy(x0,y0) = V f(x0,40) =
0= (0,0).

maksimum- og minimum-veerdier A og B men ogsa de (x,y)-punkter i M C
IR? for hvilke det globale maksimum B og det globale minimum A antages, altsa

‘ Ved denne undersogelsesmetode findes naturligvis ikke blot de globale
maksimum- og minimum-punkterne i det aktuelle omrade.

lll Eksempel 21.14  Funktionsundersggelse, veerdimaengde

Lad f(x,y) = 1+ x%>—x-y% Vi vil undersoge funktionen i det afsluttede begraensede
cirkuleere omrade M i planen som er afgreenset af cirklen med radius 1 og centrum i (0,0), se
figur 21.1.

Vikxy) =2 x+y%2-y-x) . (21-25)

Funktionen er differentiabel i hele sin definitionsmaengde Dm(f) = R?. I det indre af M, som
er den &bne cirkelskive med radius 1 og centrum i (0,0) har funktionen netop ét stationeert
punkt (xo,y0) = (0,0) og veerdien af f(xo, o) er f(0,0) = 1. Da der ikke er undtagelsespunk-
ter for f(x,y) i den abne cirkelskive mangler vi blot at undersoge funktionen pd randen af
omrdadet, altsa funktionsveerdierne pa cirklen med radius 1 og centrumi (0,0). Vi parametris-
erer den aktuelle cirkel i planen pd seedvanlig made:

r(u) = (cos(u),sin(u)) , wue[-mmnr , (21-26)
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og indsetter cirklens punkter i funktionsudtrykket og fdr dermed folgende sammensatte
funktion, som angiver funktionsveerdierne pa cirklen nar u gennemleber intervallet [—7, 77]:

h(u) = f(r(u)) =1+ cos?(u) — cos(u) - sin®(u) . (21-27)
Vi differentierer h(u) og finder:

W(u) = —sin(u) - (2 cos(u) +3 - cos®(u) — 1) (21-28)

som giver 1’ (1) = 0 for u = 0, u = 7, og u = £ arccos(1/3). I disse stationeere punkter for
funktionen h(u) antager h(u) veerdierne: h(0) = 2, h(+m) = 2, og h(+ arccos(1/3)) = 22/27.

Ved at sammenligne alle kandidatveerdierne for henholdsvis maksimum- og minimumveerdi
for f(x,y) som givet ved metoden 21.13 konkluderer vi, at veerdimeengden for f(x,y) i den
givne cirkelskive er:
22
=|=,2 21-2

o= 22| (21-29)
og maksimumpunkter og minimumpunkter findes alle pa randen af cirkelomradet og er hen-
holdsvis: maksimumpunkterne er (cos(0),sin(0)) = (1,0) og (cos(xm),sin(£m)) = (—1,0)
og minimumpunkterne er (cos(= arccos(1/3)), sin(4 arccos(1/3))) = (1/3,+£2+/2/3).

Il Definition 21.15 Lokale minima og lokale maksima

Lad f(x,y) betegne en funktion i et omrdde M som indeholder et givet indre punkt
(xo, ]/O) € M.

1. Hvis f(x,y) > f(xo,y0) for alle (x,y) i en (gerne lille) omegn om (xo, yo) dvs.
for alle (x,y) tilstraekkelig teet pa (xo, o), sd kaldes f(xo,yo) en lokal mini-
mumvaerdi for f(x,y) i M, og (xo,yo0) er et lokalt minimumpunkt for f(x,y) i
M. Hvis der faktisk geelder f(x,y) > f(xo,yo) for alle (x,y) i omegnen frareg-
net punktet (x, yo) selv, s& kaldes f(xo,yo) en egentlig lokal minimumveerdi.

2. Hvis f(x,y) < f(xo,y0) for alle (x,y) i en (gerne lille) omegn om (xo,yo),
sa kaldes f(xo,y0) en lokal maksimumuveerdi for f(x,y) i M, og (xo, o) er et
lokalt maksimumpunkt for f(x,y) i M. Hvis der faktisk geelder at f(x,y) <
f(x0,y0) for alle (x,y) i omegnen (fraregnet (xo, yo) selv), sa kaldes f(xo,yo)
en egentlig lokal maksimumuvaerdi.
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Figure 21.1: Grafen for funktionen f(x,y) = 1+ x> — x -y2. Til hejre inspiceres
niveaukurver og gradientvektorfeltet for funktionen. Den rede cirkel er randen af det
cirkuleere omrdde, der betragtes i eksempel 21.14. Det ses, at gradientvektorfeltet for
f(x,y) er ortogonal p cirklen prcis i de 4 fundne punkter hvor "hegjde’-funktonen /(1) har
W (u) = 0 nemlig (41,0) og (1/3,+£2+/2/3).

21.4 Speciel undersggelse i stationaere punkter

Hyvis den funktion vi vil undersege er glat i sine stationeere punkter, sa kan vi kvalificere
metoden 21.13 endnu bedre, idet det approksimerende andengrads-polynomium med
udviklingspunkt i et stationzert punkt (xo, o) kan hjeelpe med at afgere, om veerdien af
f(x,y) i det stationeere punkt er en kandidat til at veere en global maksimumveerdi eller
global minimumveerdi.

Et egentligt lokalt minimumpunkt i det indre af M kan begribeligvis ikke
veere et globalt maksimumpunkt for f(x,y) i M og et egentligt lokalt maksi-
mumpunkt i det indre af M kan ikke veere et globalt minimumpunkt for f(x,y)
i M.
Til den lokale analyse af f(x,y) omkring et stationeert punkt vil vi bruge egenveardierne
for Hesse-matricen Hf (xo, yo) for f(x,y) i det stationeere punkt. Som neevnt er symme-
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trien af Hf (xg,y0) en vigtig egenskab, for som vi nu skal se betyder det, at Hf (x, yo)
kan diagonaliseres ved en similartransformation, som indfert og behandlet i eNote 10.

Folgende saetning om symmetriske matricer er ogsa helt central for rigtig mange andre
anvendelser. Som det vises i eNote 19 kan resultatet generaliseres til vilkdrlige sym-
metriske matricer. For 2 x 2-matricer er beviset rimelig simpelt, sa vi gdr igennem be-
grundelserne nedenfor — som en opvarmning til det generelle resultat.

Il Seetning 21.16 Diagonalisering af symmetriske 2 x 2-matricer

Enhver symmetrisk 2 x 2-matrix A har reelle egenverdier A; og A, og A kan
diagonaliseres ved en 2 x 2-similartransformation D (basisskiftematrix) hvori de to
sojlevektorer er ortogonale enheds-egenvektorer for A.

Det betyderatD~! = D' og
A0
SRR
A=D-A-D!=D-A-D" ,og
A=D'-A-D=D'-A-D

(21-30)

Il Bevis

For det forste kan vi direkte se, at enhver symmetrisk 2 x 2-matrix har reelle egenveerdier: Det
karakteristiske polynomium for den symmetriske matrix

A= [ ‘; lz ] (21-31)

Ka(A)=(a—A)-(c—A)—b*=A>—A-(a+c)+(a-c—b*) (21-32)

der har rodderne (egenverdierne)

(21-33)

1
A1=2<a+c+\/(a—c)z+4-b2> 0g

_1

2

(cem o)

A2
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som begge er reelle tal.

De to egenverdier er ens netop nar a = c og b = 0, dvs. ndr A allerede er pa diagonalform
og er et produkt af enhedsmatricen — muligvis 0-matricen. I de tilfeelde kan vi veelge D = E.

Hvis Ay # A, fér vi ogsa direkte fra eNote 10, seetning 10.4, at der findes en similartransfor-
mation D der diagonaliserer A:
A=D1.A.D . (21-34)

Sejlevektorerne i D er egenvektorer v; og vo herende til henholdsvis A1 og As.

Vi vil vise, at vi og v er ortogonale vektorer. Da A er symmetrisk har vi
vi-(Avz) = vy« (Avq) (21-35)
det kan ses ved en direkte udregning med vilkérlige vektorer vi og vy.

Da v; er en egentlig egenvektor for A herende til A; og tilsvarende v, er en egentlig egenvek-
tor for A herende til A, har vi derfor:

AV2 = )Lz Vo

(21-36)
Avi=A1-vi
som indsat i (21.4.35) giver:
)Lz *V]1+Vy = /\1 *Vp V] , (21-37)
saledes at
(V1 . V2> . ()\1 - Az) =0 . (21-38)

Da Ay # A; kan denne ligning kun veere opfyldt for v; - vo = 0. De to egenvektorer er altsa
ortogonale som pastdet i seetningen.

Vi kan derneest gerne antage, at de to egenvektorer v; og v, er enhedsvektorer — ellers
dividerer vi blot med deres respektive leengder, og det eendrer ikke deres ”“egenvektor-
egenskab”.

De to enhedsegenvektorer benyttes som sgjlevektorerne i similartransformationsmatricen D,
som dermed opfylder folgende ligning :

D' -D=E , (21-39)

og dermed
D' =D! (21-40)

som onsket og pdstdet i seetningen .
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Specielt er egenveerdierne for Hesse-matricen altid to reelle tal og det er disse egen-
veerdier vi nu vil benytte som hjeelp til at afgore, om et givet stationeert punkt er et
egentligt maksimum- eller minimum-punkt.

Il Hjeelpeseetning 21.17  Lokal analyse omkring et stationzert punkt

Lad f(x,y) veere en glat funktion og antag, at (xo,1o) er et stationeert punkt for
f(x,y) i et dbent omrade M C Dm(f) € R2 Lad A;(xo,vo) og Az(xg,yo) betegne
egenveerdierne for Hesse-matricen for f(x,y) i (xo, yo). S& geelder folgende:

1. Hvis Aq(x0,y0) > 0 og Ax(xo,y0) > 0sd er f(xg,Y0) en egentlig lokal mini-
mumveerdi for f(x,y) .

2. Hvis Aq(x,y0) < 0 0g Ax(x0,y0) < 05sd er f(xo,y0) en egentlig lokal maksi-
mumveerdi for f(x,y).

3. Hvis Aq(xo,Y0) - A2(x0,¥0) < 0sa er f(xp,yo) hverken lokal minimumveerdi
eller lokal maksimumveerdi for f(x,y).

4. Hvis A1(x0,y0) - A2(x0,y0) = 0 sa er dette ikke tilstreekkelig information til
at sikre at f(xo,yo) er lokal minimumveerdi eller lokal maksimumveerdi for

f(xy).

Il Bevis

Fra Taylor’s greenseformel har vi i det stationaere punkt folgende fremstilling af f(x,y):

X — Xo
Y—Yo

Vi diagonaliserer H f (xo, yo) med similartransformationen D, jvf. seetning 21.16, sddan at

flxy) =f(xO,yo)+%- [ x—x0 y—yo | -Hf(x0,%0)- [ } +Rao(x,y). (21-41)

Y — Yo
i w0 [ ] (0[5 ])
(21-42)

hvor vi bemzerker, at folgende to vektorer er ens (paneer transponeringen)

([ x—xo y—yo]-D)T:(DT-[;:;‘;D:[;] . (21-43)
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Det vil sige vi kan skrive pa kort form:

1 A O o
fo) = fwo) + 5 L p1- |5 0 ]| & |+ Reten)
) 2 (21-44)
= f(x0,40) + 5 (Ag- w4+ Ay - ﬁZ) + Ra(x,y)
Hvis bade A1 og A; er positive og A1 > A; > 0 fas direkte heraf at:
f(x,y) > f(xo,y0) + A2+ (@2 + B%) + Ro(x,y) - (21-45)
Men vi har ogsa, at a? + 2 = (x — x0)? + (y — yo)? fordi D er s skikkelig:
2 2 f— . T . . “
2+ p —([(x B ] D) (D b])
X — Xo
= X — X — . 21'4
[x—x0 y 3/0][}/_]/0} (21-46)
= (x—x0)*+ (v — wo)?
= p%xo,yo) (xl y)
Hvis vi derneest indferer restfunktionen R (x, ) med epsilon-led, far vi sluttelig:
Fxy) = f(x0,¥0) + 0f 4o (0, ¥) - (A2 +e£(x = x0,4 — o)) - (21-47)

Vi kan hermed konkludere, at for alle (x,y) tilstraekkelig teet pa (men forskellig fra) ud-
viklingspunktet (xo,y0) er f(x,y) > f(xo,yo0) fordi A2 > 0 og ef(x — x0,y — yo) — O for
(x,y) = (%0, ¥o)-

Tilsvarende kan naturligvis sluttes, at f(x,y) < f(xo,yo) for alle punkter (x,y) tilstraekkeligt
teet pa (men forskellig fra) (xo, yo) hvis begge egenveerdierne er negative.

Hvis A1 > 0 og A2 < 0 sa kan vi benytte (21.4.44) direkte med B = 0 henholdsvis « = 0
og derved opné veerdier af f(x,y) som er storre henholdsvis mindre end f(xo,yo) for de
tilsvarende punkter (x, y) tilstraekkeligt teet p& (men forskellig fra) (xo, yo) sdledes at f (xo, yo)

ikke kan veere hverken lokal minimum- eller maksimum-veerdi. Tilsvarende konklusion fas
pa samme made for A; < 0 og A > 0. Og det var det, vi skulle vise.
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Man kunne maske forledes til at tro, at hvis blot alle andenordens-afledede
af f(x,y) er positive i et stationeert punkt (xg,y0) sd ma funktionen have et
egentligt minimumpunkt i (xo, o). Men sd simpelt er det ikke. For eksempel
har folgende Hesse-matrix ikke positive egenvaerdier selv om alle elementerne
er positive:

Hf(x,y) = [; ﬂ : (21-48)

Egenverdierne er henholdsvis Ay = 3 og Ay = —1, sd ifelge hjeelpeseetningen
21.17 kan vi konkludere, at eventuelt stationeert punkt for f(x,y) ikke er
hverken et lokalt maksimum- eller minimum-punkt for f(x,y).

Den viste matrix er den konstante Hesse-matrix for funktionen
1
f(x,y):§~(x2+y2+4~x-y> . (21-49)

Funktionen har klart et stationeert punkt i (xo, o) = (0,0) men tydeligvis ikke
noget egentligt minimumpunkt i (0,0), som det ogsa fremgar af figur 21.2.
Den betragtede funktion er sit eget approksimerende polynomium af anden
grad med udviklingspunkti (0,0).

Figure 21.2: Grafen for funktionen f(x,y) = 3 - (x> + > +4 - x - y) er vist til venstre og
funktionens niveaukurver med gradientvektorfelt til hojre.
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lll Eksempel 21.18 Inspektion af stationzert punkt

Lad funktionen f(x,y) veere givet ved

flry) =2+ +xy , Viy) =@ -2+yx+2:y) Hf(x,y):[6ix ;]

Sa er (0,0) et stationeert punkt for f(x,y) og egenverdierne for Hf(0,0) er henholdsvis
AM(xo,y0) = 1+ V2 >0 og Aa(xo,y0) = 1— V2 < 0. Se figur 21.3. Der er tydeligvis
hverken lokalt minimum eller lokalt maksimum i det stationre punkt i overensstemmelse
med hjeelpeseetning?1.17.

z

Figure 21.3: Grafen for funktionen f(x,y) = x>+ y? + x - y er vist til venstre, grafen
for det approksimerende andengrads-polynomium med udviklingspunkt (0,0) er vist i
midten, begge i samme plot til hojre.

lll Opgave 21.19

Funktionen f(x,y) = x>+ y? + x - y som vi undersegte i eksempel 21.18 har ogs4 et sta-
tioneert punkt i (xo,y0) = (1/12, —1/24). Undersog, om dette stationeere punkt er et lokalt
maksimum eller et lokalt minimum eller ingen af delene for f(x,y).

lll Eksempel 21.20 Inspektion af stationzert punkt

Lad funktionen f(x,y) veere givet med folgende data i R%:

f(x,y) =sin(x) - cos(x-y) ,

Y /(5,y) = (cos(x)cos(x-y) ~y-sin(x) sin(x-y), ~x sin(x) ssin(x y) .
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Figure 21.4: Niveaukurver (sorte) og gradientvektorfeltet for funktionen f(x,y) = x> +
y? + x -y sammen med nogle niveaukurver (rede) for det approksimerende andengrads-
polynomium for f(x,y) omkring det stationaere punkt (xo, y9) = (0,0).

Saer (xo,10) = (71/2,0) et stationeert punkt for f(x,y) og i det punkt har vi

Hf(7r/2,0) = [ _01 _7?2/4 ] (21-51)

I det stationeere punkt har Hesse-matricen siledes egenverdierne —1 og —7? /4. Vi konklu-
derer, at det stationaere punkt er et egentligt lokalt maksimumpunkt for f(x, y) i overensstem-
melse med inspektion af figur 21.5 — og i overensstemmelse med hjeelpeseetning 21.17. Det

approksimerende andengradspolynomium for f(x,y) med udviklingspunkt i det stationaere
punkt (xo,y0) = (71/2,0) er:

1 7T\ 2 1 7 )
PZ,(n/Z,O)(x/y):1—§<x__> L

2 2 4
- 8§)" 2" 2 g 7
|l Eksempel 21.21 Inspektion af stationzert punkt
Lad funktionen f(x,y) veere givet med folgende data i R?:
W) =1+x2+1-y)>+x-v ,
floy) =1+x+(1-y) +x-y (21-53)

Vixy)=02 x+y,2-y—2+x)

Sa er (xo,y0) = (—2/3, 4/3) et stationeert punkt for f(x,y) og i det punkt har vi som i alle
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Figure 21.5: Til venstre: Grafen for funktionen f(x,y) = sin(x) - cos(x -y). I
midten: Grafen for det approksimerende andengradspolynomium for f(x,y) med ud-
viklingspunkt i det stationzere punkt (77/2,0). Til hejre: Gradientvektorfeltet for funk-
tionen f(x,y), dens niveaukurver (sorte) samt niveaukurver for det approksimerende
andengradspolynomium (rode).

andre punkter
21
Hf(X(),yo) = |: 1 2 :| (21-54)

I det stationaere punkt har Hesse-matricen saledes egenveerdierne 3 og 1. Vi konkluderer,
at det stationeere punkt er et egentligt lokalt minimumpunkt for f(x,y) i overensstemmelse
med inspektion af figur 21.6 og i overensstemmelse med hjeelpesaetning21.17.

Det approksimerende andengradspolynomium for f(x,y) med udviklingspunkt i det sta-
tioneere punkt (xo,yo) = (77/2,0) er funktionen selv:

Py (os3,43) (% y) = f(x,y) - (21-55)

lll Eksempel 21.22 Inspektion af stationaert punkt

Lad funktionen f(x,y) vere givet med folgende data i R?:
flx,y) = % sin(-x® +Tyt)

(21-56)
Vf(x,y) = (m-x-cos(m-x*>+7m-y*), m y-cos(m x>+ - y%))

Saer (xo,y0) = (0,1/+/2) et (blandt rigtig mange) stationzert punkt for f(x,y) og i det punkt
har vi

Hf(xg,yo) = |: 8 _(:_[2 :| (21-57)
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Figure 21.6: Til venstre: Grafen for funktionen f(x,y) = 1+ x?>+ (1 —y)?>+ x - y. Til
hejre: Gradientvektorfeltet for funktionen f(x, y), og dens niveaukurver (rode) omkring
det stationaere punkt (xo,y9) = (—2/3,4/3). Bemeerk, at funktionen er sit eget ap-
proksimerende andengradspolynomium med udviklingspunkt i det stationeere punkt.

I det stationeere punkt har Hesse-matricen saledes egenveerdierne 0 og — 2. Hjeelpeseatning
21.17 kan derfor ikke afgre, om vi har lokalt maksimum eller minimum i punktet. Men da
£(0,1/+/2) = 1/2, som er den maksimale veerdi f(x,y) kan antage, s er (0,1/+/2) et lokalt
masimumpunkt for f(x,y) men det er ikke et egentligt lokalt maksimumpunkt fordi alle
punkter p hele cirklen x> + y* = 1/2 er ogs lokale maksimumpunkter for f(x,y). Se ogs
figur 21.7.

lll Eksempel 21.23 Inspektion af stationaert punkt

Vi ser pa en funktion f(x,y) som er defineret ved

flxy) = % (1-1-y)?=xH)-4-2-y?-x) . (21-58)

Sa er (xo,y0) = (0,0) et stationeert punkt for f(x,y) og i det punkt har vi

Hf(0,0) = [ 8 160/5 ] (21-59)

I det stationeere punkt har Hesse-matricen sdledes egenvaerdierne 0 og 16/5. Hjeelpeseaetning
21.17 kan derfor ikke afgre, om vi har lokalt maksimum eller minimum i punktet. Det er dog
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Figure 21.7: Til venstre: Grafen for funktionen f(x,y) = % -sin(7 - x? + 7 - y?). I midten:
Det approksimerende andengradspolynomium for funktionen med udviklingspunkt
(0,1/+/2). Til hejre: Gradientvektorfeltet for funktionen f(x,y), og dens niveaukurver
(sorte) samt niveaukurver for det approksimerende andengradspolynomium (rede)
omkring det stationeere punkt (xo, yo) = (0,1/v/2).

forholdsvis let at se, at der vilkarligt tt p (0,0) findes punkter (x, y) hvor funktionsveerdierne
f(x,y) er negative og at der ogsa vilkarligt teet p (0,0) findes punkter (x,y) hvor funk-
tionsveerdierne f(x,y) er positive. Se figur 21.8. Det stationeere punkt (0,0) er derfor ikke
lokalt minimumpunkt for f(x,y).

Den funktion, der inspiceres i eksempel 21.23 har folgende forbavsende egen-
skab: Lad r(u) vre parameterfremstillingen for en vilkarlig ret linje gennem
r(0) = (0,0). S har den sammensatte (hjde-)funktion h(u) = f(r(u)) et
>~ - | egentligt lokalt minimum i u = 0. Dette forekommer altsa til trods for, at

Q funktionen f(x,y) ikke selv har noget lokalt minimum i (0,0). En fyldest-
gorende funktionsundersogelse af en funktion af to variable omkring et sta-
tionaert punkt kan altsd ikke opnas ved blot at undersoge restriktionerne af
funktionen til de rette linjer igennem punktet!

td
~
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Figure 21.8: Til venstre: Grafen for funktionen f(x,y) = & (1—(1—y)?—x?) -
(4— (2—y)*—x?). I midten: Grafen for f(x,y) sammen med det approksimerende
andengradspolynomium for funktionen med udviklingspunkt (0,0). Til hejre: Gradi-
entvektorfeltet for funktionen f(x,y) og dens niveaukurver (sorte) samt niveaukurver

for det approksimerende andengradspolynomium (rode) omkring det stationeere punkt
(x0,0) = (0,0).
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21.5 Opsummering

Denne eNote handler om analyse af funktioner af to variable.

e Vibruger den kompakte notation for gradientvektorfeltet og Hesse-matricen som
er givet ved de afledede af f(x,y) til og med anden orden:

V f(x0,y0) = (fr(x0,%0), fy(x0,%0)) (21-60)
_ | fex(xo,m0)  fry(x0,v0) )
AFGo )= (o, 0) fjj(aco,yo)] | 2ol

Det approksimerende polynomium af anden grad for f(x,y) er sd givet ved:

Py (o y0) (X, y) = f(x0,y0) + V f(x0,%0) + (x — X0,y — Yo)

1 _ (21-62)
+§'[x—x0 y—Yo | -Hf(x(),yo)-[;_;cg} .

Taylor’s greenseformel for funktioner af to variable kan dermed skrives
f(xy) = f(xo,50) + V f(x0,40) - (x = %0,y = yo)
1 X — Xp
+§'[x—xO y—yo}-Hf(xo,yo)-{y_yO} (21-63)
+ p%xozyo)(x’y) ~ef(x = %0,y — vo)

Stationeere punkter (xg, yo) for funktioner f(x,y) af to variable er karakteriserede
ved at V f(x9,y0) = (0,0).

Egenveerdierne for Hesse-matricen i et stationeert punkt kan hjeelpe med at afgore,
om punktet er et egentligt lokalt maksimum- eller minimum-punkt for en glat
funktion f(x,y). Hvis egenveerdierne er positive, sa er punktet et egentligt lokalt
minimumpunkt. Hvis de begge er negative, sd er punktet et egentligt lokalt mak-
simumpunkt. Hvis egenveerdierne begge er forskellige fra 0 og har modsatte
fortegn, sa er der hverken maksimum- eller minimum-punkt i det stationeere punkt.
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