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|l eNote 16

Lineaere differentialligningers karakter og
lineaere 1. ordens differentialligninger

I denne note introduceres linezere differentialligninger, som er en speciel (0g bekvem) form for
differentialligninger. Endvidere ses pd en type af linezere differentialligninger, hvor den ukendte
funktion og dens forste afledede indgir, sikaldte 1. ordens lineeere differentialligninger.

Noten bygger pd kendskab til linezere afbildninger. Noten er udgangspunkt for de to folgende
noter, eNote 17 0og eNote 18.

Version 21.08.15.

16.1 Hvad er en differentialligning?

En differentialligning er en ligning, hvori en funktion er den ukendte. Det er altsd en
funktion, vi vil finde. Differentialligninger optreeder naturligt bl.a. i mange fysiske,
mekaniske, kemiske og elektromagnetiske problemer, hvorfor det er et vigtigt emne.

lll Forklaring 16.1  Hvad er en differentialligning?

Et eksempel pd en (linezer) differentialligning er

x'(t) + 2x(t) = 30 + 8¢. (16-1)
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Den ukendte funktion x(t) kan optraede sammen med nogle af dens differentialkvo-
tienter af vilkarlige ordner — fx x/(¢) eller x’” () — som ogsé er funktioner. Altsa har
vi en ligning med flere ubekendte; bade funktionen selv og dens differentialkvotien-
ter. Pa trods af, at der er flere end én ubekendt i ligningen, er den dog mulig at lese,
da der selvfolgelig er en sammenheeng mellem disse ubekendete, altsa funktionen og
dens differentialkvotienter. Losningen til (16.1.1) er

x(t) =13 + 4t +ce . (16-2)

At lgsningen har denne form, og hvordan vi er kommet frem til resultatet, handler
denne note om.

Differentialligninger kan ofte loses pa forskellige mdder. Fx kan nogle differential-

"y # "y

ligninger loses pd samme made, som man normalt leser "'én ligning med én ukendt
(fx 2y +3 = —1). Her bytter man om pa led i ligningen. Andre gange opstilles en los-
ningsformel, hvor forarbejdet allerede er gjort (fx ved andengradsligninger).

Losningen til en differentiallighing fungerer pa samme made som en lgsning til en nor-
mal ligning, og man kan derfor "‘gore prove". Losningen skal nemlig passe ind i dif-
ferentialligningen. I eksemplet i forklaring 16.1 kan man differentiere losningen for at f
differentialkvotienten x’(t) = 4 — 2ce 2!, Indsettes denne sammen med udtrykket for
x(t) i den oprindelige differentialligning, er det muligt at se, om lesningen passer. Prov
selv.

Linecere differentialligninger har ikke kun én losning. De har faktisk uendeligt mange.
Lasningerne kan dog opskrives pa en mdde, s man i ét udtryk har den sakaldte fuld-
steendige losningsmaengde eller blot den fuldsteendige losning. Den fuldsteendige losnings-
meengde er derfor ikke nogen funktion, men en samling af uendeligt mange funktioner
— det er derfor ikke muligt at tegne grafen for den fuldsteendige losning; man kan hejst
tegne grafen for nogle af lesningerne, som den fuldstaendige losning indeholder.

Nogle gange kan det veere hensigtsmaessigt at bruge komplekse tal i differentialligningers
losningsproces, hvilket leder til komplekse lgsninger. Disse losninger kan imidlertid
ikke bruges konkret — hvorfor lesningerne transformeres til reelle losninger. De kom-
plekse tal bliver derfor kun brugt som et veerktej, hvilket behandles i en senere eNote.
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16.2 Linearitet og lgsningsstruktur

Inden vi skal i gang med at behandle de enkelte typer af linecere differentialligninger,
betragtes de generelt under ét. Dette gores for at vise, hvad det vil sige, at en differen-
tialligning er linecer, og hvilken form lgsninger til sddanne differentialligninger har.

En vilkarlig lineaer differentialligning kan skrives pa formen

f(x(t)) =q(t), tel, (16-3)

hvor g : I — R er en funktion af ¢t og kaldes hojresiden, og x : I — R er den uk-
endte funktion, man ensker at bestemme. f : C"(R) — C°(R) er en linear afbildning
med definitionsrummet C"(IR) og dispositionsrummet C°(IR) . Netop nar f er en linezer
atbildning, er differentialligningen linezer. Veerdien af tallet n > 0 er bestemt af differ-
entialligningens orden. Hojresiden indeholder alle led i ligningen, hvor funktionen x(t)
eller dens afledede ikke indgar.

Folgende definition er en gentagelse af en allerede kendt definition om linezere afbild-
ninger (se definition 12.5). Med den er det muligt at afgere, om f er en linecer afbildning,
og derfor om differentialligningen f(x(f)) = q(t) er lineeer.

Il Definition 16.2 Lineaere differentialligninger

En differentialligning f(x(t)) = q(t) er lineeer, hvis ligningens venstreside f(x(t))
opfylder begge linearitetsbetingelser:

L f(xa(t) +x2(t)) = f(xa(#)) + f(x2(t))
2. fk-x(t) = k- f(x(t)),

altsd hvis f : C"(R) — C°(R) er en lineaer afbildning hvor 1 angiver differential-
ligningens orden (det hgjeste antal gange x(t) forekommer differentieret i ligningen).
x(t), x1(t), x2(t) er losninger til differentialligningen, og k € C er en konstant.

lll Eksempel 16.3 Linezere differentialligninger?

Givet er de to differentialligninger

X"(t) +x*(t) = —4t og (16-4)
(t—1)x'(t) — x(t) +3 =0. (16-5)

Undersog, om de to differentialligninger er lineaere.
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Vi benytter definition 16.2. P4 grund af overskueligheden skrives x(t) blot som x i dette ek-
sempel.

Forst undersoges det, om f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) er opfyldt, altsa om f(x1 + xp) —
(f(x1) + f(x2)) er lig nul, og derefter om f(k-x(t)) = k- f(x(t)) er opfyldt, altsd om
f(k-x)—k- f(x) er lig nul.

Den forste ligning
For (16.2.4) er hgjresiden q(t) = —4t og f(x) = x"" + x%. Betingelse 1 i seetning 16.2 testes:

flxa+x2) = (f(x1) + f(x2))
=(x1+x2)" + (x1 +x2)% — (&} + 23 + x5 +x3)

16-6
=x] + 8 +xf+xF 4 2000 —xf —xF —x — x5 (16-6)
=2x1x2 # 0
Vi stopper allerede nu, da det forste krav ikke er opfyldt. x”(t) + x2(t) = —A4t er altsd en

ikke-linecer differentialligning.

Den anden ligning
(16.2.4) omskrives forst til formen f(x(t)) = q(t), og vi fr da, at venstresiden er f(x) =
(t —1)x’ — #2x, og at hejresiden er q(t) = —3. f afproves nu med betingelse 1 i seetning 16.2:

[l +x2) = (f(x1) + f(x2))
=(t—1)(x1 +x2) — 2 (x1 + x2) — (t = 1)x} + 231 — (t — 1)xh + 212

16-7
=(t—1)x] 4+ (t = 1)xh — 2x1 — 20 — (t — 1)x} + 2y — (t — 1)xh + t2x0 (167)
=0
Den forste betingelse er opfyldt. Hvad med den anden?
flk-x) —k- f(x) =(t —1)(kx) — t*(kx) — k((t — 1)x’ — t?x) 16:8)

=(t —1)(kx)" — (kx) — (t — Dkx' 4+ ?kx = 0

Andet kriterium er liges& opfyldt, og differentialligningen (t — 1)x'(t) — t?x(t) +3 = O er
derfor linezer.

N
~ -

Ved at kigge pa en differentialligning, er det med lidt ovelse muligt at se, om den
er linecer eller ej: For eksempel hvis der optraeder potenser, logaritmer eller opleft-
ninger af x(t), er differentialligningen ikke linezer.

Losningen til en lineer differentialligning er opbygget pa samme mdde som lgsningen
til en linezer ligning. Lesningen er en sum af ligningens kerne (den fuldsteendige los-
ningsmeengde til den tilsvarende homogene ligning) og en partikuleer losning til den
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inhomogene ligning. I lineaere ligninger er kernen enten nulvektoren eller flerdimen-
sional. I lineaere differentialligninger har kernen altid flere dimensioner. Det vil sige, at
differentialligningens lesningsmeengde er entydig og flerdimensional men udspaender
uendeligt mange funktioner, og derfor samlet set ikke er en entydig funktion.

Herunder er en saetning, der ligesom definitionen ovenfor gentager, hvad vi allerede
ved om sddanne linezre afbildninger og lineaere ligninger, men som er specificeret til
differentialligninger. Den skal dels give et overblik over, hvordan vi kan gribe en differ-
entialligning an og lase den, og dels seette nogle enkelte begreber pa plads.

lll Seetning 16.4 Lesningsstruktur

Den linezere differentialligning
fx(0) = q(), tel (16-9)
kaldes inhomogen, nar hejresiden q(t) # 0. Den tilsvarende differentialligning
f(x(t)) =0, tel (16-10)
kaldes homogen.

Den fuldstendige losningsmeengde Li,pon til den inhomogene differentialligning har
formen

Linhom = xO(t) + Lhoml (16'11)

hvor
e xo(t) er en partikuleer losning til den inhomogene differentialligning, og

® Ljom er den fuldstendige losningsmaengde til den tilsvarende homogene differen-
tialligning.

Additionen i ligning (16-11) betyder, at den fuldsteendige losningsmaengde til den
inhomogene ligning er lig den partikuleere losning til den inhomogene ligning
adderet med samtlige funktioner udspaendt af den fuldsteendige losningsmaengde
til den homogene ligning.

Seetningen er en folge af, at f er en lineger afbildning og behever derfor ikke et bevis i
denne sammenhzng.
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N
\Q,

For at give et overblik over, hvordan notationen er omkring sammenspillet mellem los-
ninger i form af funktioner og maengder, gives herunder et eksempel. Det er vigtigt at
forstd denne notation, der bliver brugt i resten af eNoten.

Leeg meerke til at x( () er en funktion, hvorimod Ly, 0g Liynom €r meengder af
funktioner.

lll Eksempel 16.5 Lesningsstruktur

Givet er den lineaere inhomogene differentialligning
x'(t) +2x(t) =30+8t, teR. (16-12)

Tilsvarende findes den homogene differentialligning
X'(t)+2x(t) =0, teR, (16-13)

som har den fuldsteendige losningsmaengde Lj,,, bestdende af folgende funktioner for alle
ceR:
x(t) =ce ™, teR. (16-14)

Hvordan vi er kommet frem til losningen, er ikke relevant i denne sammenheeng (gor
eventuelt selv prove). En anden méde at skrive preecis det samme er som

Liom ={ce™® |teR,ceR}. (16-15)

Det leeses sadan: Den fuldsteendige homogene losningsmeengde Ly, er lig maengden af alle funktion-
erne ce™%, hvorom der gelder, at t € R og ¢ € R. Begge skriveméader vil blive brugt fremover.

En partikuleer losning til den inhomogene differentialligning er
xo(t) =13 +4f, teR. (16-16)

Laeg meerke til, at den partikuleere losning er en funktion og ikke en meengde af funk-
tioner — heraf kommer navnet "‘partikuleer”’. Det er nu muligt at opstille den fuldsteendige
losningsmaengde til den inhomogene differentialligning ved hjeelp af saetning 16.2.11evn-
count.16.4:
Linhom = X0(t) + Lyow = 13+ 4t + {ce™® [t e R,c € R }
={13+4t+ce? |[teRcER}.

Det leeses sdledes: Li,pon er maengden af funktioner 13 + 4t + ce =%, hvorom der gaelder, at t € R
ogc e R.

Tilsvarende kan man skrive folgende: Den fuldsteendige losningsmaengde L;,j,p, til den in-
homogene differentialligning er lig maengden af folgende funktioner for alle ¢ € IR:

(16-17)

x(t) =13+ 4t +ce ?, teR. (16-18)
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16.3 1.-ordens lineeere differentialligninger

Vi betragter nu den generelle 1. ordens linezere differentialligning, der kan udtrykkes
ved

X'(t)+pt)x(t) =q(t), tel, (16-19)
hvor p : I — Rogq: I — R er kontinuerte funktioner. Det overlades til lzeseren at vise,
at differentialligningen er lineeer. Hvis hejresiden g(t) er forskellig fra nul, er differen-
tialligningen inhomogen; i modsat fald er den homogen. Vi ensker at bestemme den
tuldsteendige losningsmaeengde L;,j0,,, hvilket gores generelt i nedenstdende losnings-
formel, som populeert kaldes Panserformlen.

ll Seetning 16.6  Panserformlen

Den 1. ordens linezere differentialligning, som har formen
X () +pt)x(t) =q(t), tel (16-20)

hvor p : I =+ Roggq : I — R er kontinuerte funktioner, har den fuldsteendige
losningsmeengde L; ., bestdende af folgende funktioner for alle de arbitreere kon-
stanter ¢ € R:

x(t) = e P (/ ep(t)q(t)dt+c>, tel, (16-21)
hvor P(t) = [ p(t)dt.

Bemeerk specielt at den fuldsteendige losningsmeengde Ly, til den tilsvarende ho-
mogene differentialligning (hvor g(t) = 0) bestér af folgende funktioner for alle de
arbitreere konstanter c € IR:

x(t)=c-ePW, tel (16-22)

Il Bevis

I den inhomogene differentialligning (16-20) indgédr funktionen p(t), og vi indferer en
vilkarlig stamfunktion til denne, s& P(t) = [ p(t)dt. Man fér den idé at gange ligningen
igennem med e”!) og betragter derefter venstresiden:

PO (1) + PO p(t)x(t) = " Wg(t). (16-23)
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Med et vagent oje leegger man meerke til, at venstresiden er en differentialkvotient til et pro-
dukt af to bestemte funktioner, nemlig e’ x(t), fordi man ved hjeelp af produktreglen far
folgende:

(e" V(1)) = P Vx'(t) + ( D) x(1)

= P OX (1) + e Op(n)x(1). He
Det er altsd muligt at erstatte venstresiden af (16-23) med (e”!)x(t))’, hvilket giver
(ePWx(1)) = ePWg(t). (16-25)
Integreres begge sider med hensyn til ¢ fas:
ePWx(t) = /ep(t)q(t)dt +c, (16-26)

hvor ¢ € R er en arbitreer konstant. Ganges pa begge sider med e "(*) fas losningsformlen,
som vi kalder Panserformlen:

x(t) =e P ( / ePWyq(t)dt +c> , tel (16-27)

Den fuldsteendige losningsmaeengde bestar af ovenstaende funktioner for alle ¢ € R.

[
lll Eksempel 16.7 Lgsning med Panserformlen
Givet er differentialligningen
(8) + %x( ) — 8t — ? 0. (16-28)
Med Panserformlen, saetning 16.3.20evncount.16.6, er det muligt at finde den fuldsteendige
losningsmngde Li o, Vihar p(t) = % og q(t) = 8t — 1. Forst bestemmes P(¢):
— /p(t)dt - /35115 —2Int. (16-29)
Vi har da 1
e—P(t) — e—21nt — eln(ffz) — t_2 — (16'30)

2
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Af dette folger, at e”") = 2. Nu bruges Panserformlen:
x(t) = e P </ e"Wq(t)dt + c>

= tlz </t2 <8t—1t0) dt+c>

= 12 < / (8> — 10t)dt + c> (16-31)
1 (2t~ 5 +c)

x(t) :2t2—5+t£2, t> 0.

Den fuldsteendige losningsmeengde L;, ., bestar af de ovenstaende funktioner, hvor alle c €
R. Man kan ligesa skrive det sddan:

Linhom:{2t2—5+t£2 t>0,ce]R}. (16-32)

16.3.1 Eksistens og entydighed

Vi ser pa den 1. ordens linezere differentialligning, som har formen
X(H)+ p()x(t) = q(t), tel, (16-33)

og som kan loses med saetning 16.3.20evncount.16.6. I seetningen indgar den arbitreere
konstant ¢, som angiver, at der er uendeligt mange funktioner, som er losninger til dif-
ferentialligningen, og de udspaender en lgsningsmaeengde. Ofte er man kun interesseret
i netop én lesning — altsa én funktion — som opfylder nogle betingelser. En sddan
betingelse kaldes en begyndelsesvrdibetingelse. En begyndelsesveerdibetingelse kan for
eksempel veere, at man kender funktionsveerdien it = 0. Af de uendeligt mange funk-
tioner, som en linezer differentiallignings lesningsmeengde indeholder, er der maske
kun f& — maske endda kun én — som opfylder netop den betingelse. Dette beskrives i
seetning 16.9 nedenfor om eksistens og entydighed.

lll Forklaring 16.8 Hvad er eksistens og entydighed?
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Eksistens og entydighed handler om, hvorvidt der findes lesninger til differential-
ligninger og om disse er entydige.

Eksistens er forholdsvis ligetil: Findes der en lesning til ligningen? Hvis ja, eksisterer
losningen. Nogle gange finder man ud af, at lesningen eksisterer ved at bestemme
den. Andre gange er det muligt at finde ud af, at lasningen eksisterer uden at kunne
bestemme den. At udfere sdidanne eksistensbeviser er ikke en del af denne eNote.

Entydighed er en smule mere komplekst. Vi har for lert, at ndr man loser linesere
ligninger, vil lasningen nogle gange indeholde frihedsgrader (frie variable). Det be-
tyder i sd fald, at der ikke kun er en enkelt losning, men uendeligt mange. Med
linezere differentialligninger udspeender de fuldsteendige losningsmeengder altid
uendeligt mange lesningsfunktioner. Vi har altsa ikke en entydig funktion, selvom
vi har den fuldsteendige losningsmaengde.

En ikke-entydig lesning er i mange praktiske tilfeelde ikke brugbar — det er ikke
muligt at fa entydige funktionsveerdier, og man kan ikke tegne grafen for funktio-
nen.

I dette afsnit har vi set pa lasningen til 1. ordens differentialligninger, der ved hjeelp
af seetning 16.3.20evncount.16.6 ser saledes ud:

x(t) = e PO ( / eP<f>q(t)dt+c> : (16-34)

For alle ¢ € R udger disse funktioner den fuldsteendige losningsmeengde og altsa
ikke en entydig funktion. Konstanten ¢ udtrykker graden af frihed, som funktioner,
der er losninger til differentialligningen, ma have. c bliver derfor kaldt en arbitreer
konstant. Funktionsveerdien x(t) er ikke entydig, for vi har bestemt c.

\\QI -
Man ger lesningen entydig ved hjeelp af sakaldte begyndelsesveerdibetingelser eller
randveerdibetingelser. En begyndelsesveaerdibetingelse er i denne sammenhzeng et seet
af to tal, der keeder én veerdi af t (kaldet tj) sammen med den tilsvarende funk-
tionsveerdi x (kaldet xp). Man skal kende begge veerdier. Med dem er det muligt
at opstille en ligning og bestemme c. Man far derved en losning, kaldet en betinget

losning, som er en entydig funktion. Det er nu muligt at beregne funktionsveerdier
og tegne grafen for funktionen.

"“Arbitreer"” betyder vilkarlig.
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I andre sammenhenge kan der optreede flere tal i et set af begyndelsesveerdi-
betingelser for at fa entydige, betingede losningsfunktioner.

ll Seetning 16.9 Eksistens og entydighed

Til ethvert talseet (fo, x9) findes der netop én (betinget) losning x;(¢) til differential-
ligningen
X(8) + p(Hx() = q(t), tel, (16-35)

hvor p: I —+ Rogq: I — R er kontinuerte funktioner, sdledes, at
Xpet (f0) = Xo- (16-36)

(to, x0) kaldes en enkelt begyndelsesveerdibetingelse.

|l Bevis

Vi har fra setning 16.3.20evncount.16.6, at lesningen til differentialligningen (16-35) er af
formen

x(t) = e P </ ePWg(t)dt + c) , (16-37)

hvor integralet er ubestemt. Det ubestemte integral indeholder samtlige bestemte integraler,
og derfor ma felgende bestemte integral ogsa vere en losning til differentialligningen:

t

x(t) = e P </ e"g(u)du + c) . (16-38)
to

Integrationsvariablen ma ikke veere den samme som variablen i graenserne, sa derfor er inte-

grationsvariablen skiftet til u.

Begyndelsesveerdibetingelsen xp.; (fo) = X er givet, og denne indseettes i ligningen:

t
xg = e Pl </ ’ ePWg(u)du + c) —e P)(0+¢). (16-39)

fo

Med en hurtig omskrivning finder vi ud af, at der kun er én losning for c.
c= ep(tﬁ)xo (16-40)

Derfor er der netop kun én losning xy,(t), der opfylder kravene, og saetningen er vist.
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ll Eksempel 16.10 Entydig, betinget lgsning

I eksempel 16.7 fandt vi den fuldsteendige lesningsmaengde til differentialligningen

10

2
x'(t) + ?x(t) =8t — 5 t> 0, (16-41)

nemlig Ly pom = {21‘2 —54c/t? |t>0,ce IR}.

Med seetning 16.9 og begyndelsesvrdibetingelsen (tg, x9) = (1,2) kan man bestemme en
entydig losning, her kaldet xp.; (), med x4 (1) = 2. xpes () udtreekkes af den fuldsteendige
losningsmeengde, og begyndelsesveerdibetingelsen indseettes for at bestemme c.

Cc C
x0:2t3—5+%<:>2:2-12—5+1—2<:>c:5. (16-42)

Derfor er den entydige og betingede losningsfunktion til differentialligningen givet ved

Xpet (1) =202 — 5+ t% t>0. (16-43)

16.3.2 Lasningsstrukturen til 1. ordens differentialligninger

I nogle tilfeelde kan det veere sveert at bruge seetning 16.3.20evncount.16.6 til at Ise en 1.
ordens differentialligning, fordi den indeholder integralet | e (Vg (t)dt, som kan veere
"grimt"” og sveert at bestemme. Hvis differentialligningen derimod har et "“peent"” ud-
seende, kan man gatte sig til en enkelt losning til differentialligningen og samtidig
bestemme samtlige losninger til den tilsvarende homogene ligning ved haejlp af lign-
ing (16-22) i samme setning. Det bygger pd den grundleeggende strukturseetning for
losninger til linezere differentialligninger fra saetning 16.2.11evncount.16.4 og munder
ud i felgende metode omhandlende losningsstrukturen af den lineaere 1. ordens differ-
entialligning.

"y
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lll Metode 16.11 1. ordens lgsningsstruktur

Den fuldstendige losningsmeengde L;;j,,, til den linecere 1. ordens differentiallign-
ing

() +pt)x(t) =q(t), tel (16-44)
kan ved hjeelp af seetning 16.2.11evncount.16.4 opdeles i to:

1. Den fuldsteendige losningsmeengde Ly, til den tilsvarende homogene ligning,
for eksempel bestemt ved hjeelp af seetning 16.3.20evncount.16.6.

2. En partikuleer losning til den inhomogene ligning x((t), for eksempel bestemt
med et geet.

Strukturen af losningen er da

mhom = X0 ( ) + Lhom

16-45
= {x(t) +ce PO |te,ceR}, H=5)
hvor P(t) = [ p(t)dt
lll Eksempel 16.12 Legsningen opdeles
Den linezere 1. ordens differentialligning
x'(t)+2x(t) =30+8t, teR (16-46)
har den fuldsteendige losningsmaengde
Linhom = { 13 +4t+ce”? [teR,c€R }. (16-47)

Ifolge metode 16.11 om strukturen (og sadan set ogsa saetning 16.2.11evncount.16.4) kan los-
ningen deles op i den fuldsteendige Isningsmaengde Ly, til den homogene ligning og en
partikuleer losning xy(t) til den inhomogene ligning. Dette er vel at meerke ogsa geeldende,
selvom lesningen er fundet ved hjeelp af seetning 16.3.20evncount.16.6. Man kan umiddelbart
finde de to udtryk ud fra funktionsudtrykket ovenfor:

Lhom:{ce*Zt‘te]R,celR} 0g

(16-48)
xo(t) =13+4t, teR.
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lll Eksempel 16.13  Lasning ved hjeelp af gaet

Givet er differentialligningen

1 12t — 1

oW =T > (16-49)
Denne differentialligning har samme form som ligningen omtalt i metode 16.11, hvorfor vi
bruger denne losningsmetode. Man kunne lige vel have prevet at bruge seetning 16.3.20evn-

count.16.6, men der er en idé i at bruge den anden metode, og det gores der rede for her.

x'(t) +

Ved brug af Panserformlen
Nar seetning 16.3.20evncount.16.6 bruges, bestemmes P(t) og e”*). p(t) aflaeses af differen-
tialligningen, og vi har

1
P )_/2+2t /mdt In(1+ t) (16-50)
0g
P = e2in(+0) — \/T 1} (16-51)
I Panserformlen indgér integralet [ ef (t)q(t)d t, som i dette tilfeelde ser sdledes ud:
12t — 12t — 1
/ VIti- 1+t N (16-52)

Det er ikke nemt at bestemme dette integral. Derfor tyer vi til helt andre midler og bruger
metode 16.11 i stedet.

Ved brug af et gaet
1) Forst bestemmes en partikuleer losning xo(t) til den inhomogene ligning. For at gore
dette, ganges differentialligningen (16-49) igennem med 1 + £,

(1+t)x'(t) + %x(t) =12t —1. (16-53)

Ud fra differentialligningens form ses det, at et forstegradspolynomium md veere en partikuler
losning! Dette kan konkluderes, fordi hejresiden er et forstegradspolynomium, faktoren foran
x'(t) hejst har graden én, og faktoren foran x(t) har graden nul. Vi geetter altsa p4 en losning,
der har form som et forstegradspolynomium, nemlig xo(t) = at + b, og vi skal nu bestemme
de to konstanter a og b, hvilket gores ved indsaettelse. Vi har desuden x{(t) = a.

1
(1+t)a+§(at+b) =12t-1«

3 . (16-54)
(Za—12> t+ <a+2b+l> =0.

For at denne ligning kan veere opfyldt for ethvert t € R, ma der gelde, at 30 — 12 = 0 og
a+ 3b+1 = 0. Ved at lose disse to ligninger fds 2 = 8 og b = —18. En partikuler losning
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til den inhomogene differentialligning er derfor xo(t) = 8t — 18. Det var altsd muligt at

bestemme en lesning ved hjeelp af et "'gaet™’.

2) Nu bestemmes den fuldsteendige losningsmeengde Ly, til den tilsvarende homogene
ligning:

1
242t
Dette kan gores ved brug af ligning (16-22) i seetning 16.3.20evncount.16.6. Vi skal bruge
e P, men da vi allerede kender e ®) fra ligning (16-51), har vi nemt, at

x'(t) + (t) =0. (16-55)

1
—P(t) — . 16-56
¢ NGE, (16-56)

Den fuldsteendige losningsmaengde Ly, til den homogene differentialligning er

Lyom = {ce™™D | t> —1,c e R}

c (16-57)
= t > _1,C E ]R .
{ VI+t }

3) Den fuldstendige losningsmaengde L;, .y, til den inhomogene differentialligning (16-49)
er sa givet ved

Linhom = .X'()(t) + Lhom

— { 8t — 18 + (16-58)

c
t>-1,ceR\ .
v1+t }

I eksempel 16.12 benyttede vi, at uanset om vi bruger strukturmetoden, metode 16.11,
eller Panserformlen, seetning 16.3.20evncount.16.6, er det altid muligt at dele losningen
op i to: lesningen til den homogene differentialligning og losningen til den inhomogene
differentialligning (den partikuleere losning). Kombineres dette med, hvad vi har leert
om entydighed, kan vi komme frem til en generel fremgangsdmde for losning af linezere
differentialligninger, som star i nedenstdende boks og er illustreret i figur 16.1.
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Nar man loser en lineeer differentialligning (ikke nedvendigvis en af 1. or-
den), er det meget ofte saledes, at man er interesseret i en entydig og betinget
losning; altsa en lesning, der opfylder et seet af begyndelsesvaerdibetingelser.
Man kan dog ikke gd den direkte vej til denne losning, men er nedt til at ga
over tre trin forst:

1) den fuldsteendige losningsmaengde til den homogene ligning,

E \ 2) en partikuleer losning til den inhomogene ligning (hvis g(f) # 0), hvilket
giver

3) den fuldsteendige losningsmaengde til den inhomogene ligning.

Med denne losning og en "tilpas meengde" af begyndelsesverdibetingelser
kan man endeligt bestemme den betingede losning. Laeg meerke til, at den par-
tikuleere losning ikke nedvendigvis er den enskede betingede losning, selvom
den er entydig. Der kraeves blot en vilkirlig partikuleer losning. Losningsfrem-
gangsmaden er illustreret i figur 16.1.

Lyom Begyndelsesverdibetingelser
/! N ¢
f(x(t)) = Q(t) Linhom — xbet(t)
N\ /!
xo(t)

Figure 16.1: Forlebet ved losning af en linecer differentialligning

"s

Herunder kommer et eksempel, der viser, hvordan det er muligt at "‘ga bagleens" i
proceduren vist i figur 16.1. Lesningen til en 1. ordens differentialligning er givet, men
hvordan ser differentialligningen egentlig ud?
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lll Eksempel 16.14  Fra losning til differentialligning

Givet er den fuldsteendige losningsmeengde til en linezer 1. ordens inhomogen dif-
ferentialligning,
Linhom = { te ™ +ct [t >0,ceR} . (16-59)
‘ Bestem den tilherende differentialligning, som har formen
x'(t) + p(t)x(t) = q(t). (16-60)
(Altséa bestem p(t) og q(t).)

Forst betragtes den tilsvarende homogene differentialligning. Lesningen til denne kan
spottes i ligning (16-59). Der geelder séledes, at Ly, = { ct ‘ t > 0,c € R }. Endvidere vides,
at den homogene differentialligning generelt ser saledes ud

x'(t) + p(t)x(t) = 0. (16-61)
x(t) = ct er en losning til denne differentialligning, og derfor kan p(t) bestemmes. Vi har
ogséd at x’(t) = c.

c+p(t)ct =0< p(t) = —%. (16-62)

Da vinu kender p(t), mangler vi kun at bestemme hejresiden g(t) i den oprindelige inhomo-
gene differentialligning. x(t) = te ™' + ct er en lesning til denne differentialligning, hvilket
ses af ligning (16-59). Vi har ogs4, at x'(t) = e~ — 5te > + c. Udtrykkene for x(t) og x'(t)
indseettes i den generelle differentialligning, hvor vi nu ogsé ved, at p(t) = —1/t:

e —5te ™™ ¢ — % - (te™™ +ct) = q(t) & q(t) = —5te™" . (16-63)
Da nu béade p(t) og q(t) er bestemt, er hele differentialligningen bestemt:

() — %x(t) — 5o (16-64)
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