eNote 14 1

lll eNote 14

Similaritet og diagonalisering

I denne note forklares, hvordan visse kvadratiske matricer kan diagonaliseres ved hjeelp af
egenvektorer. Det forudsettes derfor, at man ved, hvordan egenveerdier 0g egenvektorer til en
kvadratisk matrix bestemmes 0g desuden er bekendt med tilhorende begreber, sisom algebraisk
og geometrisk multiplicitet.

Version 21.08.15.

14.1 Introduktion til afbildningsmatricer som
diagonalmatricer

Hvis vi betragter en linezer afbildning f : V. — V af et n-dimensionalt vektorrum V ind
i sig selv, sa vil afbildningsmatricen for f med hensyn til en vilkarlig basis for f vere
en kvadratisk (n x n)-matrix. Er der givet to baser a og b for V, er relationen mellem de
tilsvarende afbildningsmatricer ,F, henholdsvis ,F,, givet ved

bFp = (alvlb)_1 aFaaMp, (14-1)

hvor ;My, = [ aby aby - abn} er basisskiftematricen der skifter fra b til a koordi-
nater.

Af seerlig interesse er det, hvis der findes en basis v bestdende af egenvektorer for f.
Lad nemlig a veere en vilkarlig basis for V' og ,F. den hertil herende afbildningsmatrix
for f. Lad endvidere v veere en egenvektorbasis for V til f. Af seetning 13.14 fremgar
det, at afbildningsmatricen for f med hensyn til basis v er en diagonalmatrix A, hvori
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diagonalelementerne er egenverdierne for f . Hvis V betegner basisskiftematricen, som
skifter fra v-koordinater til a-koordinater, vil A ifelge (14.1.1) fremkomme saledes:

A=V 1, F,V. (14-2)

(14.1.1) og (14.1.2) inspirerer naturligt til sprgsmal, der tager udgangspunkt i kvadratiske
matricer: Hvilke betingelser skal vre opfyldt for, at to givne kvadratiske matricer kan
fortolkes som afbildningsmatricer for den samme linzeere afbildning med hensyn til to
forskellige baser? Og hvilke betingelser skal en kvadratisk matrix opfylde for, at den
er afbildningsmatrix for en liner afbildning, som i en anden basis har en diagonalma-
trix som afbildningsmatrix? Vi studerer forst disse spergsmal i en ren matrixalgebra-
opsetning, og vender i sidste underafsnit tilbage til afbildningssynsvinklen. Til dette
formal indferes nu begrebet similare matricer.

14.2 Similsere matricer

Il Definition 14.1  Simileere matricer

Givet (n x n)-matricerne A og B. Man siger, at A er simileer med B, hvis der findes
en reguleer matrix M saledes, at

B=M 'AM. (14-3)

lll Eksempel 14.2  Similzere matricer

. . 2 3 8 21
leetmatrmerneA—[3 _4} ogB—[_3 _10}.

2 —3].

2
Matricen M = [ 1 g] er reguleer og har den inverse matrix M~! = [ 1 9

BRI Ea e

viser, at A er simileer med B.

Udregningen
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Hvis A er simileer med B, s er B ogsa simileer med A. Hvis vi nemlig seetter
N = M1, sd er N reguleer, og

N

Q B=M!AM &< MBM!=A & A=N!BN.

Derfor bruger man ogsd talemaden: A og B er simileere matricer .

Il Seetning 14.3  Similaritet er transitivt

Lad A, B og C veaere (n X n)-matricer. Hvis A er simileer med B, og B er simileer med
C, sa er A simileer med C.

lll Opgave 14.4

Bevis seetning 14.3.

Om egenveerdierne for simileere matricer geelder folgende seetning.

ll Seetning 14.5 Similaritet og egenveerdier

Hvis A er simileer med B, har de to matricer identiske egenvaerdier med de samme
tilherende algebraiske og geometriske multipliciteter.

Il Bevis

Lad M veere en reguleer matrix, der opfylder B = M~'AM, og lad E betegne enhedsmatricen
af samme kvadratiske form som de tre neevnte matricer. S& geelder:

det(B — AE) = det(M'AM — AM'EM)
= det(M (A — AE)M)

= det(M!) - det(A — AE) - det(M) (14-4)

1
= Gei(p) det(A — AB) -det(M)

= det(A — AE).
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Hermed vist, at de to matricer har samme karakteristiske polynomium og dermed de samme
egenveardier med de samme tilhorende algebraiske multipliciteter. At de har samme egen-
veerdier fremgar i ovrigt af seetning 14.13 nedenfor:

Nar A og B kan repraesentere den samme linezere afbildning f med hensyn til to forskellige
baser, har de identiske egenveerdier, nemlig egenveerdierne for f.

Men egenveerdierne har ogsd de samme dimensioner, dvs. geometriske multipliciteter. Dette
folger af, at egenrummene for A og B med hensyn til enhver af egenveerdierne kan fortolkes
som to forskellige koordinatfremstillinger for dette samme egenrum, nemlig egenrummet for
f med hensyn til den pageeldende egenveerdi.

A Laeg meerke, til at seetning 14.5 siger, at to similaere matricer har samme egen-
@ veerdier, men ikke omvendt: at to matricer, som har samme egenveerdier, er
simileere. Der er en forskel, og kun det forste udsagn er sandt.

To simileere matricer A og B har samme egenvardier, men en egenvektor for
den ene er i almindelighed ikke egenvektor for den anden. Der gelder dog,
at hvis v er en egenvektor for A tilherende egenverdien A, sa er M lv en
egenvektor for B tilherende egenveerdien A, hvor M er den reguleere matrix,
der opfylder B=M 1AM < A = MBM !. Der geelder nemlig:

=

Av=Ave M Av=M Ay
sMIMBM v =M1Av
& BM 1lv) = A(M1v).

lll Opgave 14.6

Gor rede for, at to kvadratiske (1 x n)-matricer er simileere, hvis de har identiske egenveerdier
med samme tilherende geometriske multipliciteter, og at summen af de geometriske multi-
pliciteter er .
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14.3 Diagonalisering af matricer

Betragt en matrix A og en reguleer matrix V, som er givet ved

A:H _ﬂ og V:{_i _ﬂ (14-5)

Da der geelder, at

A i RS |

besidder A en seerlig egenskab: den er simileer med en diagonalmatrix, nemlig diago-

nalmatricen
30
A=2 9.

Man siger da, at A er blevet diagonaliseret ved similartransformation.

Vi vil nu for en vilkarlig given kvadratisk matrix A stille sporgsmadlet, om den kan
diagonaliseres ved similartransformation eller ej. Vi opstiller derfor ligningen

VIAV =4,

hvor V er en reguleer matrix og A en diagonalmatrix. Vi beviser nedenfor, at ligningen
har en lesning netop, hvis sgjlerne i V er lineaert uathengige egenvektorer for A, og
diagonalelementerne i A er egenveerdierne for A opfort sdledes, at den i-te sgjlei V
er egenvektor horende til egenveerdien i den i-te sgjlei A.

Vi bemeerker, at dette er i overensstemmelse med eksempel-matricerne i (14.3.5) oven-
for:

1 —27[-1 —3] —1]

1 4] 1] | 3_‘3_ 1 (14-6)
08

(1 —27[—-2] [—-41 .[-2]

14| 17| 2__2_ 1] (14-7)

Vi ser i (14.3.6), at frste sjlei V som forventet er egenvektor for A hrende til det frste
diagonalelement i A, og vi ser i (14.3.7), at den anden sgjlei V er egenvektor horende
til det andet diagonalelement i A.
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| Seetning 14.7 Diagonalisering ved similartransformation

Hvis en kvadratisk matrix (n x n)-matrix A har n linesert uafheengige egenvektorer
v1,Vy,..., Vv, respektivt tilherende de n (ikke nedvendigvis forskellige) egenveerdier
A1, A2, ..., Ay, kan den diagonaliseres ved similartransformationen

VIAV=A & A=VAV!, (14-8)

hvor
V=[vi v» -+ vy] og A=diag(A1,A,..., ). (14-9)

Hvis A ikke har n lineeert uaftheengige egenvektorer, kan den ikke diagonaliseres
ved similartransformation.

Il Bevis
Antag, at A har n lineeert uathaengige egenvektorer vy, vo,...,v,, ogatv;fori =1,...,n
horer til egenverdien A;. Sa geelder de folgende 7 ligninger:

Avi=MAMvy , Avpa=Ave , ..., Av, = A,v,. (14-10)

De n ligninger kan samles i et ligningssystem:

[Avl Avy, .- Avn]:[vy\l Voldy - vn}\n]
A O - 0
0 Ay --- 0
<:>A[v1 vy - vn]:[v1 vy - vn] : — : (14-11)
0 0 - Ay
< AV =VA

Nu er alle egenvektorerne indsat (lodret efter hinanden) i matricen V i samme reekkefolge
som egenverdierne er i diagonalen af matricen A, som uden for diagonalen kun indeholder
nuller. Da egenvektorerne er lineaert uafheengige, er matricen V reguleer. Derfor findes den
inverse V™1, og den ganges p4 fra venstre pa begge sider af lighedstegnet:

VIAV=V VA & VIAV=A. (14-12)
Hermed er forste del af af seetningen vist.

Antag omvendt, at A kan diagonaliseres ved en similartransformation. Sa findes der en reg-
uleer matrix V.=[v; v, --- v,]ogen diagonalmatrix A = diag(A1,As,...,A,) saledes,
at

VAV = A. (14-13)
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Hyvis vi nu gentager omformningerne i forste del af beviset blot i modsat reekkefolge, ses det,
at (14.3.13) er ensbetydende med de folgende n ligninger:

Avi = MAMvy , Avpa =Ave , ..., Av, = A, v, (14-14)
hvoraf det fremgdr, at v; fori = 1,...,n er en egenvektor for A tilherende egenveerdien A;.

Diagonalisering ved similartransformation kan derfor kun opnds pa den made, der er omtalt
i seetningens forste del.

Den folgende seetning kan veere til stor hjeelp, ndr man i forskellige sammenheenge un-
dersoger, om matricer kan diagonaliseres ved similartransformation. Hovedresultatet
har vi allerede givet i seetning 14.7, men her forfines betingelserne, idet vi traekker pa
tidligere viste seetninger om egenveerdiproblemet for linezere afbildninger og matricer.

Il Seetning 14.8 Matricers diagonaliserbarhed
For en given (n x n)-matrix A geelder:
A kan diagonaliseres ved similartransformation,
1. hvis der findes n forskellige egenveerdier for A, eller
2. hvis summen af egenveerdiernes geometriske multipliciteter er .
A kan ikke diagonaliseres ved similartransformation,

3. hvis summen af egenveerdiernes geometriske multipliciteter er mindre end 7,
eller

4. hvis der findes blot én egenveerdi A med gm(A) < am(A).

|l Bevis

Ad. 1
Hyvis der velges en egentlig egenvektor fra hvert af de n egenrum, felger det af hjelpeseet-

ning 13.9, at det samlede seet af 1 egenvektorer er linesert uatheengigt. Derfor kan A ifelge
setning 14.7 i sa fald diagonaliseres ved similartransformation.
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Ad. 2
Hvis der velges en basis for hvert af egenrummene, sé er det samlede st af de valgte n

egenvektorer ifolge hjeelpeseetning 13.9 lineeert uafheengigt. Derfor kan A ifelge seetning
14.7 i sa fald diagonaliseres ved similartransformation.

Ad. 3
Hvis summen af de geometriske multipliciteter er mindre end #, findes der ikke n linecert

uatheengige egenvektorer for A . Derfor kan A ifelge seetning 14.7 i sa fald ikke diagonalis-
eres ved similartransformation.

Ad. 4
Da der ifelge seetning 13.39 pkt. 2 geelder, at summen af de algebraiske multipliciteter er 1,

og da der ifolge samme saetning pkt. 3 for enhver egenvrdi A geelder, at gm(A) < am(A),
kan summen af de geometriske multipliciteter ikke blive 7, hvis blot én af egenveerdiernes
geometriske multiplicitet er mindre end dens algebraiske. I sd fald kan A derfor ikke diago-
naliseres ved similartransformation.

)¢ _ | Ettypisk seertilfeelde er, ndr en kvadratisk (1 x n)-matrix har i alt n forskellige
Q egenveerdier. Seetning 14.8 pkt. 1 sikrer, at alle matricer af denne type kan
diagonaliseres ved similartransformation.

I de folgende eksempler skal vi se, hvordan man konkret kan undersoge, om diago-
nalisering ved similartransformation er mulig og i givet fald gennemfore den.

lll Eksempel 14.9

Den kvadratiske matrix

5 2
2 10 4 (14-15)
2

har egenveerdierne Ay = 4 og A, = 15. Vektorerne vi = (—2,0,1) og vo = (—3,1,0) er to
linecert uaftheengige vektorer, der herer til A1, og vektoren vz = (1,2,2) er en egentlig egen-
vektor, der horer til A;. Det samlede st af de tre neevnte egenvektorer er linesert uathengigt
ifolge hjeelpesaetning 13.9. Det er derfor ifolge seetning 14.7 muligt at diagonalisere A, fordi
der findes n = 3 lineaert uathaengige egenvektorer. Man kan derfor skrive, at A = VAV,
hvor

At 0 0 4 0 0 -2 -3 1
A= 0 A 0|=|04 0| og V=[vi v» v3]=| 0 2|. (14-16)
001 2

1
0 0 A 5 1 0
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14.4 Kompleks diagonalisering

Hvad vi indtil nu har sagt om similaere matricer geelder generelt for kvadratiske, kom-
plekse matricer. Grundligningen for diagonalisering ved similartransformation

VIAV=A (14-17)

skal derfor forstas i bredest mulig forstand, hvor matricerne A, V og A er komplekse
(n x n)-matricer. Indtil nu har vi indskraenket os til reelle eksempler, det vil sige eksem-
pler, hvor det har veeret muligt at opfylde grundligningen (14.4.17) med reelle matricer.
Vi vil i det folgende beskeeftige os med en seerlig situation, som er typisk i tekniske an-
vendelser af diagonalisering: Til en given reel (n X n)-matrix A seges en reguleer matrix
M og en diagonalmatrix A, som opfylder grundligningen i bred ramme, hvor M og A
muligvis er komplekse (ikke-reelle) (n x n)-matricer.

Det folgende eksempel viser en reel (3 x 3)-matrix, som ikke kan diagonaliseres reelt,
fordi dens karakteristiske polynomium kun har én reel rod. Til gengeeld kan den diag-
onaliseres komplekst.

lll Eksempel 14.10 Kompleks diagonalisering af reel matrix

Den kvadratiske matrix

2 0 5
A= !0 0 1} (14-18)
0 -1 0

har egenveerdierne Ay = 2, A\, = —i og A3 = i. vy = (1,0,0) er en egentlig egenvektor, der
horer til Ay, vo = (—2+1,1,1) en egentlig egenvektor, der herer til Ay, og vz = (—2 —i,—i,1)
en egentlig egenvektor, der horer til A3. Det samlede seet af de tre neevnte egenvektorer er
lineeert uafheengigt ifelge hjeelpeseetning 13.9. Det er derfor ifelge seetning 14.7 muligt at

diagonalisere A. Man kan derfor skrive A = V1AV, hvor

Ay 0 0 2 00
0 A 0]=]0 —i O og
0

0 0 Az 0 i

A=

, . (14-19)
1 241 —2—1

V:[Vl A2 V3]|:0 i —1i ]

0 1 1

Det neeste eksempel viser en reel, kvadratisk matrix, som ikke kan diagonaliseres, hverken
reelt eller komplekst.
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lll Eksempel 14.11  Ikke-diagonaliserbar kvadratisk matrix

Givet den kvadratiske matrix

A=

4 1 -2
14 1 ] , (14-20)
00 3

hvor A har egenveerdierne A1 = 3 og A3 = 5. Egenverdien 3 har den algebraiske multiplicitet
2, men der kan kun veelges én lineeert uathaengig egenvektor til denne egenveerdi, for eksem-
pel vi = (1,—1,0). Egenveerdien har altsa geometrisk multiplicitet 1, og gm(3) < am(3).
Derfor er det ifolge seetning 14.7 ikke muligt at diagonalisere A ved similartransformation.

lll Opgave 14.12

Til matricen

2 9
A:[l _6] (14-21)

onskes folgende:

1. Bestem alle egenveerdier og deres algebraiske multipliciteter.

2. Bestem samtlige tilherende linesert uatheengige egenvektorer og derved egen-
veerdiernes geometriske multipliciteter.

3. Hvis det er muligt, skal A diagonaliseres: Bestem en diagonalmatrix A og en reguleer
matrix V, hvorom der geelder, at V1AV = A. Hvilke krav er der for at diagonaliserin-
gen kan lade sig gore? Hvilke tal og vektorer indgéri A og V?

14.5 Diagonalisering af linezere afbildninger

I indledningen til denne eNote stillede vi sporgsmadlet: Hvilke betingelser skal veere
opfyldt for at to givne kvadratiske matricer kan fortolkes som afbildningsmatricer for
den samme linezere afbildning med hensyn til to forskellige baser? Svaret er enkelt, som
neeste seetningen siger.
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Il Seetning 14.13  Similaere matricer som afbildningsmatricer

Der er givet et n-dimensionalt vektorrum V. To (n x n)-matricer A og B er afbild-
ningsmatricer for den samme linecere afbildning f : V — V med hensyn til to
forskellige baser for V, hvis og kun hvis A og B er similcere.

lll Opgave 14.14

Bevis seetning 14.13.

I indledningen spurgte vi ogsa: Hvilke betingelser skal en kvadratisk matrix opfylde
for, at den er afbildningsmatrix for en lineeer afbildning, som i en anden basis har en
diagonalmatrix som afbildningsmatrix? Svaret fremgar af seetning 14.7 kombineret med
seetning 14.13, nemlig at matricen skal have n linaeert uafheengige egenvektorer.

Vi slutter eNoten af med et eksempel pa diagonalisering af en lineer afbildning — det
vil sige, vi finder en passende basis med hensyn til hvilken en afbildningsmatrix er en
diagonalmatrix.

lll Eksempel 14.15 Diagonalisering af linezer afbildning

' d
~

En lineeer afbildning f : P;(R) — P;(R) er givet med folgende afbildningsmatrix
med hensyn til standard monomiebasis m:

—17 =21 ] ) (14-22)

mFm :[ 14 18

Undersog, om der findes en (reel) egenbasis for f. Undersog i bekraeftende fald
derudover, hvordan afbildningsmatricen ser ud med hensyn til denne basis, og
bestemt basisvektorerne.

Sejlerne i mFm betyder, at f(1) = —17 + 14x og f(x) = —21 + 18x.
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Egenverdierne til matricen ,Fy, bestemmes:

-17-A =21
det(mFm — AE) = det <[ 14 181 D

=A2—A-12=(A+3)(A—4)=0.

(14-23)

Det er allerede nu muligt at bekreaefte, at der findes en reel egenbasis til f, da der findes 2 =
dim(P; (R)) egenveerdier, nemlig A; = —3 og A, = 4, som hver har algebraisk multiplicitet
1. Egenvektorer til A1 bestemmes:

[—17+3 —21 o} [1 3
“lo o

0
14 18430 0 ] (14-24)

0

Det giver en egenvektor vy = (—3,2), hvis den frie parameter seettes til 2. Tilsvarende fés
den anden egenvektor:

0 N 11

0 00

Det giver en egenvektor v, = (—1,1), hvis den frie parameter seettes til 1.

[—17—4 —21

0
14 18—4 0] ' (14-25)

Der findes altsd en reel egenbasis v til f, der er givet ved basisvektorerne y,v; og mv,. Vi har
da, at

-3 -1 -3 0
mMy = [ y 1 ] og F, = [ 0 4 ] . (14-26)
Den nye v-basis udgeres af basisvektorerne vi = —3 +2x og vo = —1 + x, og afbildningen er

"simplere" med hensyn til denne nye basis. Grundligningen ser da naturligvis sdledes ud:
VFV == (ml\/lv)_1 mFm va
Man kan gere prove ved fx at afbilde v;:

flvi) = f(=3+2x) = -3 f(1) +2- f(x)
= 3. (=17 +14x) +2- (=21 + 18x) (14-27)
=9—6x =—-3(—3+2x)=—-3v;

Det passer!
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