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|l eNote 13

Egenvaerdier og egenvektorer

Denne note indforer begreberne egenveerdier 0og egenvektorer for lineeere afbildninger i vilkdrlige
generelle vektorrum og gidr derefter i dybden med egenveerdier 0g egenvektorer til kvadratiske
matricer. Noten bygger derfor pd viden omkring generelle vektorrum, se eNote 11, pd viden om
algebra med matricer, se eNote 7 og eNote 8, 0g pd viden om lineaere afbildninger se eNote 12.

Version 21.08.15.

13.1 Egenvaerdiproblemet for linesere afbildninger

13.1.1 Indledning

I denne eNote betragter vi lineaere afbildninger af typen
f:V=V. (13-1)

det vil sige lineeere afbildninger, hvor definitionsrummet og dispositionsrummet er det
samme vektorrum. Dette dbner op for et seerligt feenomen, nemlig at en vektor kan
veere identisk med sin billedvektor:

f(v)=v. (13-2)

Vektorer af denne type kaldes fiksvektorer for f. Mere generelt er vi pa jagt efter egen-
vektorer, det vil sige vektorer, som er proportionale med deres billedvektorer. Man taler
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i denne forbindelse om egenveerdiproblemet: at finde en skalar, typisk betegnet A, og en
egentlig vektor v, som opfylder vektorligningen

f(v) = Av. (13-3)

Hvis A er en skalar og v en egentlig vektor, som opfylder (13.1.3), s kaldes propor-
tionalitetsfaktoren A en egenvaordi for f og v en til A herende egenvektor. Lad os som
eksempel tage en linezr afbildning f : R® — R3, det vil sige en lineaer afbildning af
meengden af rumvektorer ind i sig selv. Pa figur 9.1 afbildes de tre vektorer a, b og c.

\

Figur 9.1: Tre egenvektorer i rummet og deres billedvektorer

e Som antydet pa figur 9.1 er f(a) = 2a. Derfor er 2 en egenveerdi for f med
tilherende egenvektor a,
AM=2 og vi=a

e Da endvidere f(b) = —b, er ogsd —1 en egenveerdi for f med tilherende egen-
vektor b,

Ay=—-1 og wvy2=h.
e Og daendelig f(c) = c, er 1 en egenveerdi for f med tilherende egenvektor c,
A3=1 og vi=c
Specielt er ¢ dermed ogsa en fiksvektor for f.
At lose egenveerdiproblemer for linezere afbildninger er en af de mest afgerende prob-
lemstillinger i ingeniermeessige anvendelser af linezer algebra. Dette heenger sneevert

sammen med, at en lineeer afbildning, hvis afbildningsmatrix med hensyn til en given
basis er en diagonalmatrix, er serligt enkel at overskue og arbejde med. Og her geelder
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der den komfortable regel, at hvis man veelger en basis bestdende af egenvektorer for
atbildningen, sd bliver afbildningsmatricen automatisk en diagonalmatrix.

I det folgende eksempel illustrerer vi disse pointer ved hjeelp af linezere afbildninger i
planen.

lll Eksempel 13.1  Egenveerdier og egenvektorer i planen

Lad G,(R) betegne vektorrummet af vektorer i planen. Vi betragter en lineaer afbildning
f:G(R) = G2(R) (13-4)

af meengden af plane vektorer ind i sig selv, som med hensyn til en given basis a = (a;, az)
har felgende diagonalmatrix som afbildningsmatrix:

20
aFa = {0 3] . (13-5)

Ved afbildning af basisvektorerne fra basis a fas felgende:

af(a1) = aFaaa :[é g} [H = {(2)]:2[(1)} =2a;

og
2 0][0 0 0
af(aZ) = Faaa2 = |:0 3:| [1]:[3]:3[1]:3@,
hvor basisvektorerne mht. deres egen basis naturligvis blot er ,a; = (1,0) og .ax = (0,1).
Vi har altsg, at f(a;) = 2a; og f(az) = 3a,. Begge basisvektorer er egenvektorer for

f, og a; tilherer egenveerdien 2, mens a, tilhorer egenveerdien 3. Egenverdierne er
diagonalelementerne i ,F, .

Vi betragter nu en vilkdrlig vektor x = xja; + xpa> og finder dens billedvektor:

_ 2 0 X1 | 2X1
0=[5 3 a)=[5]
Ved afbildningen bliver x;-koordinaten ganget med egenveerdien 2, mens x;-koordinaten
bliver ganget med egenveerdien 3. Geometrisk betyder dette, at hele planen ved afbildningen

"’straekkes", forst med faktoren 2 i retningen a; og dernaest med faktoren 3 i retningen a,.
Virkningen pa en vilkarligt vektor x illustreres pa figur 9.2.

"y
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o[

Figur 9.2: Vektoren x straekkes vandret med faktor 2 og lodret med faktor 3

Pa figur 9.3 har vi valgt standardbasen (i, ) og illustrerer, hvordan den linecere afbildning g,
som har afbildningsmatricen
20
eGe = |:0 3:| ’

afbilder det "‘bla hus" over i det "“rede hus" ved, at alle stedvektorer til punkter i det "‘bla
hus" streekkes med faktoren 2 i vandret retning og med faktoren 3 i lodret retning.

—

Figur 9.3: Det bla hus streekkes vandret med faktor 2 og lodret med faktor 3

Vi underspger nu en anden lineaer afbildning &, hvis afbildningsmatrix med hensyn til stan-
dardbasen ikke er en diagonalmatrix:

[7/3 2/3
eHe_[1/3 8/3]'

Her kan man ikke straks afgere om afbildningen er sammensat af to streekninger i to givne
retninger. Og man féar ikke umiddelbart hints ved at afbilde det bld hus ved hjeelp af & som
vist pd figur 9.4.
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Figur 9.4: Hus

Men faktisk er det ogsd i tilfeeldet 7 muligt at veelge en basis, som bestar af to lineeert
uafheengige egenvektorer for h. Lad nemlig b; veere givet ved e-koordinaterne (2, —1) og
b, ved e-koordinaterne (1,1). Sa geelder der:

eh(b1) = cHe by Z[Zg ;;g] {_ﬂ: [_;]:2.[_ﬂ

s -n-[13 2]+

Resultatet er h(by) = 2b; og h(by) = 3b,. Det viser sig altsd, at b; og b, faktisk er egen-
vektorer for . Ved at veelge (by, by) som basis far afbildningsmatricen for # med hensyn til
denne basis formen:

2 0
bi_{o 3]'

Det viser sig dermed overraskende nok, at afbildningsmatricen for /1 ogsa kan skrives pa for-
men (13.1.5). Afbildningen & er ogs sammensat af to streekninger med faktorerne 2 og 3. Blot
er de to streekningsretninger nu bestemt ved egenvektorerne by og b, . Dette ses tydeligere,
hvis vi afbilder et nyt blat hus, hvis hovedlinjer er parallelle med b-basisvektorerne, se figur
9.5.
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Figur 9.5: Det bla hus streekkes med faktor 2 hhv. faktor 3 i egenvektorernes retning

Vi har hermed eksemplificeret, at hvis man kan finde to linezert uatheengige egenvektorer for
en lineeer afbildning i planen, sd er det muligt at

1. skrive dens afbildningsmatrix pa diagonalform ved at veelge egenvektorerne som basis
samt at

2. beskrive afbildningen som streekninger i egenvektorernes retninger med deres
tilherende egenveerdier som straekningsfaktorer.

13.1.2 Egenveerdier og deres tilhgrende egenvektorer

Egenveerdiproblemet for en linezer afbildning gar i korthed ud pd at besvare spergsmalet:
Findes der egentlige vektorer, hvor billedvektoren er proportional med vektoren selv? Det korte
svar er, at det kan man ikke svare generelt pd! Det atheenger af den enkelte afbild-
ning. I det folgende forseger vi at indkredse, hvad vi faktisk kan sige generelt om
egenveerdiproblemet.
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Il Definition 13.2 Egenveerdi og egenvektor

Lad f : V — V veere en lineeer afbildning af vektorrummet V ind i sig selv. Hvis
der findes en egentlig vektor v € V og en skalar A sdledes, at

f(v) = Av, (13-6)

sa kaldes proportionalitetsfaktoren A en egenveerdi for f, mens v kaldes en egenvektor,
som horer til A.

Hvis det IKKE i definition 13.2 var krvet, at der skulle findes en egentlig vektor

= som opfylder f(v) = Av, ville enhver skalar A vre en egenveerdi, idet der jo

Q for enhver skalar A glder f(0) = A 0. Men bemrk, at hvis A er en egenveerdi, s
er nul-vektoren en egenvektor herende til A .

N
-

N
\Q,

Hvis en lineeer afbildning f har blot én egenvektor v, sa har den uendeligt mange
egenvektorer. Dette er en simpel konsekvens af den felgende seetning.

Tallet 0 kan godt veere en egenveerdi. Det kraever blot, at der findes en egentlig
vektor v, som opfylder f(v) = 0, da visa har f(v) = Ov.

ll Seetning 13.3  Underrum af egenvektorer

Hvis A er en egenveerdi for en lineeer afbildning f : V — V, sd er meengden af
egenvektorer, som herer til A, et underrumi V.

Il Bevis

Lad f:V — V vere en lineeer afbildning af vektorrummet V ind i sig selv, og antag, at A er
en egenveerdi for f. Vi skal vise, at meengden af egenvektorer, som herer til A, opfylder de to
stabilitetskrav for underrum, se seetning 11.48. Lad k veere en vilkarlig skalar, og lad u og v
veere to vilkdrlige egenvektorer, som herer til A. S& geelder der under anvendelse af L;:

flu+v)=f(u)+ f(v)=Au+Av=A(u+v).

Sumvektoren u + v er dermed en egenvektor herende til A, og vi har hermed vist, at egen-
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vektorerne herende til A opfylder stabilitetskravet vedrerende addition. Endvidere geelder
der under anvendelse af L:

f(ku) =kf(u) = k(Au) = A(ku).
Hermed er det vist, at egenvektorerne herende til A ogsd opfylder stabilitetskravet ve-

drerende multiplikation med skalar. Samlet er det vist, at meengden af egenvektorer, som
herer til en given egenveerdi A, er et underrum i definitionsrummet.

Seetning 13.3 giver anledning til den folgende definition.

lll Definition 13.4 Egenvektorrum

Lad f : V — V veere en linecer afbildning af vektorrummet V' ind i sig selv, og lad
A veere en egenveerdi for f .

Ved egenvektorrummet (eller kort egenrummet) E, herende til A forstds underrummet
af egenvektorer, som herer til A,

Ex={veV|f(v)=Av}.

Hvis E, er endeligt-dimensionalt, kaldes dim(E, ) for den geometriske multiplicitet af
A, betegnet gm(A\).

I det folgende eksempel betragtes en lineaer afbildning, som har to egenveerdier, begge
med geometrisk multiplicitet 1.
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lll Eksempel 13.5 Egenrum for spejling

I planen er der tegnet en ret linje m gennem origo. Med s betegnes den linezere afbildning,
der afbilder en vektor v afsat ud fra origo i dens spejling s(v) i m, se figuren:

Lad a veere en vilkdrlig egentlig vektor, som ligger pa m. Ved afbildning spejles vektoren i
linjen m, og der sker derfor ingen eendring. Der geelder:

s(a)=a=1-a,

og derfor er 1 en egenveerdi for s. Egenrummet E; indeholder meengden af samtlige
vektorer, der ikke aendres ved spejlingen; dvs. meengden af vektorer, som ligger pa m .

Vi tegner nu en ret linje n gennem origo vinkelret pa m. Lad b veere en vilkdrlig egentlig
vektor, som ligger pd n. Da der geelder:

s(b)=—-b=(-1)-b,
er —1 en egenveerdi for s. Egenrummet E_; er meengden af vektorer som ligger pa .

At ikke alle linezere afbildninger har egenveerdier og dermed egenvektorer, fremgar af
det folgende eksempel.
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lll Eksempel 13.6

Lad G2(R) betegne vektorrummet af vektorer i planen. Lad os underseoge egenveerdiprob-
lemet for den linezere afbildning f : Go — Gy, som til en egentlig vektor v i planen knytter
dens tvaervektor:

f(v)=v.

Da en egentlig vektor v aldrig kan veere proportional (parallel) med sin tveaervektor, ma der
for ethvert valg af en skalar A nedvendigvis geelde, at

V#Av.

Derfor findes der ikke egenveerdier og dermed heller ikke egenvektorer for f .

Af den folgende opgave fremgar det blandt andet, at dimensionen af et egenvektorrum
meget vel kan veere storre end 1.

lll Opgave 13.7

I rummet er der givet et standard (O, i, j, k)-koordinatsystem. Alle vektorer teenkes afsat ud
fra origo. Afbildningen p projicerer vektorer ned i (x, y)-planen i rummet, se figur 9.6.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figur 9.6: Egenveerdiproblemet for projektion ned i (x, y)-planen.

Det er vist i opgave 12.26, at p er lineaer. Bestem samtlige egenveerdier og de egenrum, der
horer til egenveerdierne, udelukkende ved hovedregning (grubling).
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lll Eksempel 13.8 Egenvaerdiproblem for differentiation

Lad C®(R) betegne meengden af differentiable reelle funktioner. Vi betragter den linecere
afbildning f : C*(R) — C®(RR), som er givet ved

flx(8)) = (1)
Lad A veere en vilkérlig skalar. Da der geelder:
f(e)‘t) — )\e/\t,

er A en egenveerdi for f, og eM er en egenvektor, som herer til A .

Dette var blot én losning. Samtlige losninger til differentialligningen
x'(t) = Ax(t)
er givet ved k- e, hvor k er et vilkarligt reelt tal, er egenrummet horende til A bestemt ved

Ey={k-eM|keR}.

13.1.3 Teoretiske pointer

Den folgende hjelpeseetning giver et vigtigt resultat for linesere afbildninger af vek-
torrum ind i sig selv. Den geelder uanset, om det betragtede vektorrum har endelig
dimension eller ej.
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lll Hjeelpeszetning 13.9
Lad f : V — V veere en linecer afbildning af et vektorrum V ind i sig selv, og antag,
1. at f har en reekke egenveerdier med tilherende egenrum,

2. at der udveelges nogle af egenrummmene, og inden for hvert af de udvalgte
egenrum udveelges nogle linecert uatheengige vektorer,

3. og at alle de saledes udvalgte vektorer saettes sammen til ét vektorseet v .

Sder v et lineeert uatheengigt vektorseet.

Il Bevis

Lad f : V — V vere en lineeer afbildning, og lad v veere et vektorseet, der er sammensat
i overensstemmelse med punkt 1. til 3. i hjeelpeseaetning 13.9. Vi skal vise, at v er linezert
uafheengigt. Den rode trdd i beviset er, at vi antager det modsatte; det vil sige, at vi antager,
at v er lineeert athaengigt men viser, at dette forer til en modstrid.

Vi udtynder forst v til en basis for span{v}. Da sattet er linezert afheengigt, ma der da vaere
mindst én vektor i v, som ikke er med i basen. Vi velger en af dem (en af de vektorer, der
er athengig af de andre); lad os kalde den x. Nu skriver vi x som en linearkombination af
basisvektorerne, idet vi udelader de trivielle led, det vil sige dem, som har koefficienten 0:

X = k1V1 + s + kam . (13'7)

Vi kalder egenveerdien, der herer til x, for A, og egenveerdierne horende til v; for A;. Vi kan
ud fra (13.1.7) opn et udtryk for Ax p to forskellige mder — dels ved at gange (13.1.7) med
A og dels ved at finde billedet ved f af hjre- og venstresiden i (13.1.7). Vi benytter begge
fremgangsmader:

Ax = Akyvy + -+ Ak Vi
AX = /\1k1V1 +-+ )\mkmvm .
Ved subtraktion af den nederste ligning fra den overste medferer dette:
0:k1<)L—/\1)V1—|-"'—|—km(/\—)Lm)Vm. (13-8)

Hyvis alle koefficienterne til vektorerne pa hejresiden af (13.1.8) er lig med nul, m A = A; for
allei = 1,2,...,m. Men s har x og alle basisvektorerne v; ssmme egenvrdi og m vre valgt
ud fra det samme egenvektorrum. De skulle derfor veere linezert uatheengige, da en forud-
setningen i hjeelpeseetning 13.9 for, at de blev valgt ud som et seet, netop var, at de indenfor
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samme egenvektorrum var linezert uaftheengige. Dette strider mod at x er en linearkombina-
tion af basisvektorerne, da det ikke er muligt, hvis den er en del af et lineaert uatheengigt seet.

Derfor ma mindst én koefficienterne i (13.1.8) veere forskellig fra 0. Men sd er nul-vektoren
opskrevet som en egentlig linearkombination af basisvektorerne. Dette strider mod kravet
om, at en basis er linezert uafthaengig.

Konklusionen er, at antagelsen om, at v er et lineeert afthaengigt vektorsaet, nodvendigvis forer
til en modstrid. Derfor er v linecert uatheengigt.

lll Eksempel 13.10  Egenvektorers linezere uafhaengighed

En lineeer afbildning f : V — V har tre egenveerdier A1, A; og A3, som har de geometriske
multipliciteter 2, henholdsvis 1 og 3. Hvis vektorsaettet (aj, az) er en basis for E,,, (b) en
basis for E,, og (c1,¢2,¢3) en basis for E,,, sa felger det af hjeelpesetning 13.9, at ethvert
udvalg af de seks basisvektorer er et linesert uatheengigt vektorseet.

Veerdien af hjeelpesaetning 13.9 viser sig ved, at den direkte forer til de folgende vigtige
resultater.

ll Seetning 13.11  Generelle egenskaber

Lad V veere et vektorrum med dim(V) =n,oglad f : V — V veere en lineaer
afbildning af V ind i sig selv. Der geelder:

1. Egentlige egenvektorer, som heorer til forskellige egenveerdier for f, er lineaert
uafheengige.

2. f kan hgjst have n forskellige egenveerdier.

3. Hvis f har n forskellige egenveerdier, findes der en basis for V bestdende af
egenvektorer for f.

4. Summen af de geometriske multipliciteter af egenveerdierne for f kan hejst
veere 1.

5. Hvis og kun hvis summen af de geometriske multipliciteter af egenveerdierne
for f er lig med n, findes der en basis for V bestdende af egenvektorer for f .
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lll Opgave 13.12

Det forste punkt i seetning 13.11 er et simpelt specialtilflde af hjeelpeseetning 13.9 og felger
derfor umiddelbart af hjeelpeseetningen. Det andet punkt kan bevises sdledes:

Antag at en lineaer afbildning har k forskellige egenveerdier. Vi vaelger en egentlig vektor fra hvert af
de k egenrum. Seettet af de k valgte vektorer er da ifolge hjeelpeseetning 13.9 linert uafhngigt, og k m
derfor veere mindre end eller lig med vektorrummets dimension (se hjeelpesaetning ??).

Gor pa tilsvarende vis rede for, hvordan de tre sidste punkter i setning 13.11 flger af
hjeelpesaetning 13.9.

Motiveret af seetning 13.11 indferer vi begrebet egenbasis.

|l Definition 13.13  Egenvektorbasis

Lad f : V — V veere en linecer afbildning af et endeligt-dimensionalt vektorrum V
ind i sig selv.

Ved en egenvektorbasis, eller kort egenbasis, for V med hensyn til f forstds en basis
bestdende af egenvektorer for f .

Herefter kan vi preesentere dette afsnits hovedresultat.

lll Seetning 13.14 Hovedsaetning

Lad f : V — V vere en lineeer afbildning af et n-dimensionalt vektorrum V ind i
sig selv, og lad v = (vy,...,vy,) vere en basis for V. Der geelder da:

1. Afbildningsmatricen Fy for f med hensyn til v er en diagonalmatrix, hvis og
kun hvis v er en egenbasis for V med hensyn til f .

2. Antag, at v er en egenbasis for V med hensyn til f. Lad A betegne den diag-
onalmatrix, som er afbildningsmatrix for f med hensyn til v. Reekkefolgen af
diagonalelementerne i A er da bestemt ud fra den valgte basis saledes: Ba-
sisvektoren v; herer til den egenveerdi A;, som star i den i'te sgjlei A.
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Vi udskyder beviset for denne saetning til eNote 10 om diagonalisering.

lll Eksempel 13.15 Diagonalmatrix for spejling

Lad os igen betragte situationen i eksempel 13.5, hvor vi betragtede afbildningen s, som
spejler vektorer afsat ud fra origo i linjen m :

Vi fandt, at a er en egenvektor, som horer til egenverdien 1, og at b er en egenvektor, som
horer til egenveerdien —1. Da planen har dimensionen 2, folger det af seetning 13.14, at hvis
vi vaelger basen (a,b), sd har f den folgende afbildningsmatrix med hensyn til denne basis:

=1 =l

lll Eksempel 13.16 Lineeer afbildning uden egenvaerdier

I eksempel 13.6 fandt vi, at den afbildning, som til en vektor i planen lader svare dens
tveervektor, ingen egenverdier har. Der findes derfor ingen egenbasis for afbildningen, og
der kan for denne afbildning derfor ikke opstilles en afbildningsmatrix, som er en diagonal-
matrix.
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lll Eksempel 13.17  Diagonalisering af kompleks afbildning

Lad f: C2 — C? veere en lineeer afbildning, som opfylder

f(z1,22) = (—22,21) .

Da der geelder:
f@1) = (=1i)=i@1) og f(=i1)=(-1—i)=(=i)(-i1),

ses det, at i er en egenveerdi for f med en tilherende egenvektor (i,1), og at —i er en egen-
veerdi for f med en tilhorende egenvektor (—i,1).

Da (i,1) og (—i,1) er lineeert uafheengige, er ((i,1),(—i,1)) en egenbasis for C2. Afbild-
ningsmatricen for f med hensyn til denne basis er ifelge seetning 13.14

=1 l=lo )

lll Opgave 13.18

Betragt igen situationen i eksempel 13.7. Veelg to forskellige egenbaser (baser bestdende af
egenvektorer for p), og bestem i hvert af de to tilfeelde den diagonalmatrix, som bliver af-
bildningsmatrix for p med hensyn til den valgte basis.

13.2 Egenveerdiproblemet for kvadratiske matricer

Nér en lineeer afbildning f : V — V afbilder et n-dimensionalt vektorrum V ind i
vektorrummet selv, bliver afbildningsmatricen for f med hensyn til en vilkarligt valgt
basis a en kvadratisk matrix. Egenveerdiproblemet f(v) = Av er da aekvivalent med
matrixligningen

aFaav = A,v. (13-9)

Dette giver os anledning til at formulere et egenvardiproblem for kvadratiske matricer
generelt, det vil sige uden, at vi nedvendigvis behover at teenke pa den kvadratiske
matrix som en afbildningsmatrix. Vi vil standardisere mdden at g& frem pd, ndr egen-
veerdier og egenvektorer for kvadratiske matricer soges bestemt. Dermed fas sam-
tidigt i kraft af (13.2.9) metoder til at finde egenvrdier og egenvektorer for alle endeligt-
dimensionelle linezere afbildninger af vektorrum ind i sig selv, der kan beskrives ved
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hjeelp af aftbildningsmatricer.

Forst preeciserer vi, hvad der forstds ved egenveerdiproblemet for en kvadratisk matrix.

Il Definition 13.19  Egenvaerdiproblemet for matricer

At lose egenveerdiproblemet for en kvadratisk reel (n x n)-matrix A vil sige at finde
skalarer A med tilherende egentlige vektorer v = (vy,...,vy,), som opfylder lignin-
gen

Av = Av. (13-10)

Opfyldes denne ligning for et par bestdende af A og v # 0, kaldes A en egenveerdi for
A og v en til A herende egenvektor for A.

lll Eksempel 13.20 Egenvzerdiproblem for kvadratisk matrix

Det onskes undersogt, om vi = (2,3), vo = (4,4) og v3 = (2,—1) er egenvektorer for en
matrix A givet ved

4 -2
A:[3 _1] (13-11)

Til dette opstilles egenveerdiproblemet, som beskrevet i definition 13.19:

(4 —21[2 2

AVl—_3 _1__3:|—|:3:|—1'V1
(4 2774 8

Av: = | _1"4]—[8]—2-vz (13-12)
(4 21 2 10

Av3__3 _1“_1]_[ 7:|7é)\-V3 for ethvert A.

Af dette ses, at v; og v, er egenvektorer for A. vy herer til egenveerdien 1, og v, herer til
egenveerdien 2. Endvidere ses det, at v3 ikke er en egenvektor for A.

lll Eksempel 13.21  Egenveerdiproblem for kvadratisk matrix

=53]

Givet matricen
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2 =21{1] |0 _0 1
-2 2f[1] o] “[1]’
er 0 en egenveerdi for A, og (1,1) er en til egenveerdien 0 horende egenvektor for A .

lll Eksempel 13.22 Egenveerdiproblem for kvadratisk matrix

SEp)
-1

er i en kompleks egenveerdi for A, og (—i,1) er en til egenveerdien i herende kompleks egen-
vektor for A..

Givet matricen

Da

Til brug for de folgende undersogelser knytter vi nogle vigtige kommentarer til defini-
tion 13.19.

Forst bemeerker vi, at selv om den kvadratiske matrix A i definition 13.19 er reel, er man
ofte interesseret i ikke kun at finde reelle losninger til ligningen (13.2.10) men generelt
komplekse losninger. Der seges med andre ord en skalar A € C og en vektor v € C",
der opfylder (13.2.10).

Det kan derfor veere hensigtsmeessigt at opfatte venstresiden i (13.2.10) som en afbild-
ning f : C" — C" givet ved
f(v) =Av.

Denne afbildning er linezer. Lad nemligu € C",v € C" ogk € C. Der gelder da ifelge
seedvanlige regneregler for matricer, at

Liy: flu+v)=A(u+v)=Au+Av
Ly: f(ku)=A(ku)=k(Au).

Hermed er lineariteten vist. Da egenverdiproblemet f(v) = Av i dette tilfeelde er
identisk med egenveerdiproblemet Av = Av, kan det sluttes at resultaterne opndet i
afsnit 9.1 for egenverdiproblemet i almindelighed, umiddelbart kan overferes til egen-
veerdiproblemet for matricer. Lad os sdledes straks karakterisere meengden af egenvek-
torer, der horer til en given egenveerdi for en kvadratisk, reel matrix (sammenlign med
seetning 13.3).
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Il Seetning 13.23  Underrum af egenvektorer

Lad A vere en reel eller kompleks egenveerdi for en reel (n x n)-matrix A. Der
geelder da, at meengden af komplekse egenvektorer for A herende til A er et under-
rumiC".

Hvis man kun er interesseret i reelle losninger pd egenveerdiproblemet for reelle kvadratiske
matricer, kan man alternativt opfatte venstresiden i (13.2.10) som en reel afbildning
f:R" = R" givet ved:

f(v) =Av.

Denne afbildning er naturligvis ogsa lineeer. Vi opnar herved den felgende variant af
seetning 13.23.

Il Seetning 13.24 Underrum af egenvektorer

Lad A veere en reel egenveerdi for en reel (n x n)-matrix A. Der geelder da, at meeng-
den af reelle egenvektorer for A herende til A, er et underrum i R".

Ilyset af seetning 13.23 og seetning 13.24 indferer vi begrebet egenvektorrum (sammenlign
med definition 13.4).

Il Definition 13.25 Egenvektorrum

Lad A veere en kvadratisk, reel matrix, og lad A veere en egenveerdi for A .

Underrummet af alle de til A herende egenvektorer kaldes egenvektorrummet (eller
kort egenrummet) horende til A og betegnes E) .

Efter at vi nu har opridset de grundleeggende strukturelle rammer for egenveerdiprob-
lemet for kvadratiske matricer, vil vi i de to folgende delafsnit helt elementeert under-
soge, hvordan man overhovedet kan gd i gang med at finde egenveerdier og egenvek-
torer for kvadratiske matricer.
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13.2.1 At finde egenveerdierne for en kvadratisk matrix

Vi ensker at bestemme de egenveerdier, som herer til en reel (1 X n)-matrix A . Udgangspunk-
tet er som naevnt ligningen

Av = Av. (13-13)
I forste omgang seetter vi Av over pd venstresiden af lighedstegnet, hvorefter v "‘tages
uden for parentes". Det kan gores, fordi v = Ev, hvor E er enhedsmatricen:
Av =Av &
Av—Av=Av—A(Ev) =Av— (AE)v=0 & (13-14)
(A—AE)v=0.

Den sidste ligning i (13.2.14) svarer til et homogent lineeert ligningssystem bestdende af
n ligninger med de n ubekendte vy, ..., v,, som er elementerneiv = (v, ..., v,). Det
er dog ikke muligt straks at Ise ligningssystemet, netop fordi vi ikke kender A. Vi er ndt
til at arbejde videre med ligningssystemets koefficientmatrix, som tildeles det seerlige
symbol

Ka(A) = (A= AE)

og kaldes den karakteristiske matrix for A.

Da det er et homogent linezert ligningssystem, som skal leses, er der som udgangspunkt
to muligheder for lesningsstrukturen: Enten er den karakteristiske matrix reguler, og sa
er den eneste losning v = 0. Eller ogsd er matricen singuler, og der vil findes uendeligt
mange losninger v. Men da definition 13.19 kreever, at v skal veere en egentlig vektor,
altsa en vektor forskellig for nulvektoren, ma den karakteristiske matrix veere singuleer.
For at undersoge, om dette geelder, tages determinanten af den karakteristiske matrix.
Den er nul netop, ndr matricen er singuleer, som vist i en tidligere eNote,

det(A — AE) = 0. (13-15)

Bemeerk, at venstresiden i (13-15) er et polynomium med A som variabel, hvis det
skrives ud. Polynomiet tildeles det seerlige symbol

Ka(A) = det(A — AE) = det(Ka(A))
og kaldes det karakteristiske polynomium for A .
Den ligning, der fremkommer, ndr det karakteristiske polynomium seettes lig nul
Ka(A) = det(A — AE) = det(Ka(A)) =0,

kaldes karakterligningen for A.
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Ved hjeelp af udregningsmetoden for determinanter kan det indses, at det karakteris-
tiske polynomium altid er et n’tegradspolynomium. Se ogsa de efterfolgende eksem-
pler. Hovedpointen er, at radderne i det karakteristiske polynomium (lesningerne til
karakterligningen) er egenveerdierne for matricen, fordi egenveerdierne netop opfylder,
at den karakteristiske matrix er singulzr.

lll Eksempel 13.26  En karakteristisk matrix

Givet en (3 x 3)-matrix A ved
3 -2 0
A=10 1 01, (13-16)
1 -1 2
sd er den tilherende karakteristiske matrix

Ka(A) = A — AE

] (13-17)

lll Eksempel 13.27 Et karakteristisk polynomium

Vi fortseetter fra eksempel 13.26 og fr det karakteristiske polynomium for A (ved at oplese
den karakteristiske matrix efter sidste sgjle jf. metoderne i eNote 5):

3-A -2 0
Ka(A) = det 0 1-A 0
1 -1 2-A

_ (_1)3+3(2 _ A) det ([3 6 A 1__2/\D
=(2-A)(B-A)(1-A).

(13-18)

Det karakteristiske polynomium for A har altsd redderne 1, 2 og 3.



eNote 13 |||| 13.2 EGENVARDIPROBLEMET FOR KVADRATISKE MATRICER 22

lll Eksempel 13.28 Egenveerdier for 2 x 2-matricer

Givet to matricer A og B,

‘ A:[§ :ﬂ og B:[:; g] (13-19)

Bestem egenveerdierne for A og B.

Forst betragtes A. Dens karakteristiske matrix opskrives:

4 -2 A0 4—A =2
N L N oL e
Nu bestemmes det karakteristiske polynomium:
4-1 =2
Ka(A) =det(Ka(A)) = det([ 3 1 AD
=(4—-A)(=1-A)—(=2)-3=A%—-3A+2.

(13-21)

Polynomiet har som forventet graden 2. Karakterligningen kan opskrives, og lesningerne til
den kan bestemmes:

Ka(A) =0 & A2 =31 +2=0 < A=1eller A =2. (13-22)
Altsd har A de to egenveerdier A; =1og Ay =2.

Den samme teknik bruges for at bestemme eventuelle egenverdier til B:
-1 4 A0 -1-A 4
Ks(A) _B_)‘E_[—z 3]_[0 A]_[ -2 3—)\]
_ _ -1-A 4 (13-23)
Kg(A) = det(Kg(A)) = det([ 5 3 )\D
=(-1-A)(B3—A) —4-(—2) = A2 —2A +5.

Der er i dette tilfeelde ingen reelle losninger til Kg(A) = 0, fordi diskriminanten d = (—2)% —

4-1-5 = —16 < 0, og derfor har B ingen reelle egenveerdier. Men den har to komplekse
egenveerdier. Vi tager den komplekse "‘veerktojskasse" frem: Diskriminanten kan omskrives
til d = (4i)?, hvilket giver de to komplekse lasninger

2+4i
2

Altsa har B de to komplekse egenveerdier Ay =1+ 2iog Ay =1 — 2i.

A=

S A=1+2io0g A=1-2i. (13-24)
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., | Bemerk, at de to komplekse egenverdier, der blev fundet sidst i eksemplet
\Q - | herover, viser sig at veere hinanden konjugerede, Ay = 1+2i og Ay = A =
1 — 2i. Dette er nemlig en generel regel, som vi ser naermere pd senere i afsnit

13.2.4.

I den folgende seetning opsummeres konklusionerne i dette delafsnit.

ll Seetning 13.29  Karakteristisk matrix og polynomium samt karakterlign-
ing
For den kvadratiske reelle (n x n)-matrix A haves
1. den karakteristiske matrix Ka(A) = A — AE,
2. det karakteristiske polynomium Ka (A) = det(Ka(A)) = det(A — AE) og
3. karakterligningen Ka(A) = 0.
Der geelder:

1. Det karakteristiske polynomium er et n’tegradspolynomium med den variable
A, og karakterligningen er tilsvarende en n’tegradsligning med den ubekendte
A

2. Redderne i det karakteristiske polynomium (lesningerne for karakterlignin-
gen) er samtlige egenveerdier for A .

lll Opgave 13.30 Graden af det karakteristiske polynomium

Argumentér for, at det karakteristiske polynomium /Ca (A) for en (1 x n)-matrix A er et poly-
nomium i A af graden n.

lll Opgave 13.31 Nogle karakteristiske polynomier og deres rgdder

Bestem de karakteristiske polynomier for folgende matricer, og find alle reelle rodder i hvert
af polynomierne:

1 2

Al:[3 4

] , Ay = diag(ay,az,a3) , Az = bidiag(by, by, b3) . (13-25)
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lll Opgave 13.32 Find matricer med givne karakter-egenskaber

Konstruér to (4 x 4)-matricer A og B sadan, at den ene har lutter reelle redder i sit karak-
teristiske polynomium, og sddan at den anden ikke har nogen som helst reelle radder i sit
karakteristiske polynomium.

13.2.2 At finde egenvektorerne for en kvadratisk matrix

Efter at egenveerdierne til en reel (1 X n)-matrix A er bestemt, er det muligt at bestemme
de tilherende egenvektorer. Proceduren tager udgangspunkt i ligningen

(A—AE)v =0, (13-26)

som vi ndede frem til i (13-14). Nar egenveerdierne er kendte, kan det til (13.2.26)
svarende homogene linezere ligningssystem lases med hensyn til de n ubekendte vy, ..., vy,
som er elementer i v = (vy, ..., v,). Vi skal blot indsatte egenverdierne efter tur og
lose ligningssystemet for hver af dem. Som allerede neevnt er den karakteristiske ma-
trix singuleer, ndr den indsatte A er en egenveerdi. Derfor findes der uendeligt mange
losninger til ligningssystemet. At finde disse svarer til at finde samtlige egenvektorer v,
der horer til A .

I den folgende metode sammenfattes opgaven med at bestemme egenveerdier og tilherende
egenvektorer for en kvadratisk matrix.

ll Metode 13.33 Bestemmelse af egenvektorer

Samtlige (reelle eller komplekse) egenveerdier A for den kvadratiske matrix A findes
som lesningerne til karakterligningen for A,

Ka(A) =0 < det(A— AE) =0. (13-27)

Derefter kan egenvektorerne v tilherende hver enkelt egenveerdi A bestemmes. De
er lesningerne til det folgende linecere ligningssystem

(A—AE)v =0, (13-28)

nar egenveerdien A er indsat. E er enhedsmatricen.
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Metode 13.33 udfoldes i de flogende tre eksempler, der ogsa giver os anledning til, i
forleengelse af seetning 13.23 og saetning 13.24, at beskrive mengden af egenvektorer, der
tilherer en given egenveerdi.

lll Eksempel 13.34 Egenveerdiers tilhgrende egenvektorer

Givet den kvadratiske matrix

A= [i ;] . (13-29)

Bestem egenveerdier og egenvektorer til A.

Vi bruger metode 13.33. Forst findes den karakteristiske matrix,

21 A0 2—-A 1
am=acie=[2 12 02 T s

Dernaest opstilles det karakteristiske polynomium,

Ka(A) = det(A — AE)
— 13-31
_det([27N 0 =(2-A)2-A)—1-1=A%2—4A+3. (13-31)
1 2-A
Karakterligningen, som er A — 4A 4 3 = 0, har lesningerne A; = 1 0g A» = 3, der er samtlige
reelle egenveerdier til A.

For at bestemme de til A1 herende egenvektorer indsaettes A; i (A — AE)v = 0, hvorefter vi
loser dette linezere ligningssystem, som har totalmatricen

2—-1 1 |0
T:[A—A1E|0]:[ ) 2_10]. (13-32)
Ved GaussJordan-elimination fas
trap(T) = {(1) (1) 8} . (13-33)

Der er altsd uendeligt mange losninger v = (v1,v2), da der kun er én ikke-triviel ligning,
v1 + v = 0. vy svarer til en fri parameter og betegnes t, og vi opskriver samtlige reelle
egenvektorer horende til A, ved

v:t-[_l],telR. (13-34)

Vektoren vi = (—1,1) er et eksempel pa en egenvektor. Da t kan gennemlebe alle reelle tal,
kan man blot veelge et vilkrligt t og deraf fa en ny egenvektor. Der findes sdledes uendeligt
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mange egenvektorer til egenveerdien. Lesningen er et 1-dimensionalt underrum i R?, og det
er nemlig egenrummet, som herer til egenveerdien 1, hvilket vi kan angive saledes:

E; =span{(—1,1)}. (13-35)

Egenvektorerne til den anden egenveerdi A, skal ogsa findes. A, indseettes i (A — AE)v = 0,
hvorefter vi loser det hertil svarende linezere ligningssystem, som har totalmatricen

T:[A—A2E|0]:[2_3 1 0]. (13-36)

1 2-310
Ved GaussJordan-elimination fas

1 -1

tap() = o 7

0
0] . (13-37)

Heraf ses, at vo = (1,1) er en egenvektor tilherende egenverdien A,. Samtlige reelle egen-
vektorer horende til A, kan opskrives som

v:t-H,teIR. (13-38)

Dette er et én-dimensionalt underrum i R?, som vi ogsa kan angive ved

E; = span{(1,1)}. (13-39)

Der vil nu blive fort kontrol: Nar v; = (—1,1) afbildes med A, vil billedvektoren da
udelukkende veere en skalering (leengdeaendring) af v;?

Avlzﬁ ;H_H:[_sz. (13-40)

Det passer! Man kan oven i kebet se, at egenveerdien er 1.

Nu kontrolleres v»:

e REHE asan

v er altsd som forventet ogsa en egenvektor, og egenveerdien er 3.
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lll Eksempel 13.35 Komplekse egenveerdier og egenvektorer

I eksempel 13.28 er der givet en matrix B med

~1 4
B ::[__2 3], (13-42)

som ingen reelle egenveerdier har. Men vi fandt to komplekse egenveerdier, Ay = 1+ 2i og
Ay =1-2i.

Vi indseetter A1 i (B — AE)v = 0, hvorefter vi loser det hertil svarende lineaere ligningssystem,
som har totalmatricen

—1—(1+2i 4 0
T:m—Mmm:[ 52 )3—0+MJ' (13-43)
Ved GaussJordan-elimination fas
trap(T) ::{é “ﬁ;*z 8}. (13-44)

Dette svarer til én ikke-triviel ligning v; + (=1 +i)v, = 0. Seettes den frie parameter til
vy = s, ser vi, at samtlige komplekse egenvektorer horende til A; er givet ved

v:s{lgﬂ,sec. (13-45)

Dette er et 1-dimensionalt underrum i C2, nemlig egenrummet herende til egenverdien 1 +
2i, som vi ogsa kan angive ved

Eiipi =span{(1—i,1)}. (13-46)
Tilsvarende kan samtlige komplekse losninger herende til A, findes til
v:smliq,seC. (13-47)

Dette er ligeledes et 1-dimensionalt underrum i C?, som vi i samme stil kan angive ved

Ei_p =span{(1+1i,1)}. (13-48)

I det folgende eksempel finder vi egenvaerdier og tilherende egenrum for en (3 x 3)-
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matrix. Det viser sig, at der i dette tilfeelde herer et to-dimensionalt egenrum til en af
egenverdierne.

lll Eksempel 13.36 Egenveerdi med multiplicitet 2

Givet matricen A,

‘ A

Bestem egenveerdierne til A.

6 3 12
[ 4 -5 4] (13-49)

-4 -1 -10

Vi bruger metode 13.33:

6-A 3 12
det(Ka(A)) = det(A — AE) = det ({ 4 5-A 4 D (13-50)

—4 -1  -10—A
= A2 —9A2 4108 = —(A—3)(A+6)2=0

Af den sidste faktorisering ses, at A har to forskellige egenveerdier. Egenveerdien Ay = —6 er
en dobbeltrod i karakterligningen, mens egenveerdien A, = 3 er en enkeltrod.

Nu bestemmes egenvektorrummet tilherende Ay = —6, se seetning 13.23:

A-ME=0&
76— (—6) 3 12 0
4 —5-(—6) 4 0=
4 1 —10-(-6) |0
(12 3 120 4 1 410
4 1 4(0|—=({0 0 0|0{.

-4 -1 —4|0 0000

(13-51)

Her er kun én ikke-triviel ligning: 4x1 + xp + 4x3 = 0. Seettes x; og x3 til de to frie parametre
s og t, fas samtlige reelle egenvektorer til egenveerdien —6 ved

X1 1 0
X=|xp|=s5-|—-4|+t-|—4]|,steR. (13-52)
X3 0 1

Dette er et 2-dimensionalt underrum i R3, som vi ogsa kan angive ved

E_¢ =span{(1,—4,0),(0,—4,1)}. (13-53)
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Det er dermed muligt at finde to lineaert uafhaengige egenvektorer til A; fx de to, der her
er opskrevet som udspaendingen af egenrummet. Hvad med antallet af linecert uafhaengige
egenvektorer for A, = 3?

A-—VLE=0&

[6—3 3 12 0
4 —-5-3 4 0| —

4 -1 —10-3|0 (13-54)
3 3 1240 1 1 410 1 0 3|0
4 -8 4/0({—=|10 -3 =3|0(—=|0 1 1(0].

| —4 -1 —-131|0 0 3 3|0 0 000

Her er to ikke-trivielle ligninger, x; + 3x3 = 0 og x2 + x3 = 0. Seettes x3 = s som den frie
parameter, fas samtlige reelle egenvektorer til egenveerdien 3 ved

X1
X = | X2
X3

Dette er et 1-dimensionalt underrum i IR3, som vi ogsd kan angive ved
24 g

-3
s{l],seﬂ{. (13-55)
1

E; = span{(—3,—1,1)}. (13-56)

Det er altsa kun muligt at finde én lineeert uaftheengig egenvektor til A,.

lll Opgave 13.37

Givet den kvadratiske matrix

5 —4 4
0 -1 6. (13-57)
0

1. Bestem samtlige egenveerdier til A.
2. Bestem for hver af egenveerdierne det tilherende egenrum.

3. Opskriv mindst 3 egenvektorer tilherende hver egenveerdi. De ma gerne veere linezert
athengige.



eNote 13 |||| 13.2 EGENVARDIPROBLEMET FOR KVADRATISKE MATRICER 30

13.2.3 Algebraisk og geometrisk multiplicitet

Som det fremgar af eksempel 13.36 er det bade vigtigt at veere opmaerksom pa, om en
egenveerdi er enkeltrod eller flerdobbeltrod i karakterligningen for en kvadratisk, reel
matrix, og pa dimensionen af det tilhorende egenrum. I dette delafsnit undersoges
relationen mellem de to feenomener. Det giver anledning til de felgende definitioner.

Il Definition 13.38  Algebraisk og geometrisk multiplicitet

Lad A vere en kvadratisk, reel matrix, og lad A veere en egenveerdi for A .

1. A siges at have den algebraiske multiplicitet n, ndr A er en n-dobbeltrod i karak-
terligningen til den kvadratiske matrix A. Dette betegnes am(A) = n.

2. A siges at have den geometriske multiplicitet m, ndr dimensionen af det til A
herende egenvektorrum er m. Dette betegnes gm(A) = m. Der geelder med
andre ord, at dim(E,) = gm(A).

0

‘\ Det er ikke altid, at am(A) = em(A) . Dette tages op i seetning 13.39.
@ (A) = gm(A) ges op g

Vi kan betragte den algebraiske multiplicitet som antallet af forekomster
af egenveerdien A og den geometriske multiplicitet som antallet af lineeert
uafheengige egenvektorer til egenveerdien A.

N
\Q,

Den folgende saetning viser nogle vigtige egenskaber vedrerende algebraisk og ge-
ometrisk multiplicitet for egenveerdier for kvadratiske matricer (sammenlign med saet-
ning 13.11).
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Il Seetning 13.39  Egenskaber for multipliciteter
Givet en reel (n x n)-matrix A.

1. A har hejst n forskellige reelle egenverdier, og ogsa summen af de reelle egen-
veerdiers algebraiske multipliciteter er hojst 1.

2. A har hgjst n forskellige komplekse egenverdier, og summen af de komplekse
egenveerdiers algebraiske multipliciteter er lig med 7 .

3. Er A en reel eller kompleks egenveerdi for A, geelder der:

1<gm(A) <am(A) <n (13-58)
Det vil sige, at den geometriske multiplicitet af en egenveerdi mindst vil veere
1, at den vil veere mindre end eller lig med den algebraiske multiplicitet af
egenveerdien, som igen vil veere mindre eller lig antallet af sojler og reekker i
A.

lll Opgave 13.40

Kontroller, at alle tre punkter i seetning 13.39 er geeldende for egenvrdierne og egenvektor-
erne i eksempel 13.36.

Lad os knytte nogle kommentarer til seetning 13.39.

Punkt 1 og 2 felger direkte af leeren om polynomier. Det karakteristiske polynomium
for en reel (n x n)-matrix A er et n’tegradspolynomium, og det har hejst n forskellige
reelle sdvel som komplekse rodder. Endvidere er summen af de reelle rodders multi-
plicitet hojst n, mens summen af de komplekse rodders multiplicitet er lig med 7.

Vi har tidligere vist, at der for enhver linezer afbildning af et n-dimensionalt vektorrum
ind i sig selv gelder, at summen af de geometriske multipliciteter af egenverdierne
hgjst kan veere 1, se seetning 13.11. Bemeerk at dette direkte kan udledes af udsagnene
om mulipliciteter i seetning 13.39.

Som noget nyt og interessant pastds det i punkt 3, at den geometriske multiplicitet for
en enkelt egenveerdi kan veere mindre end den algebraiske multiplicitet — det kommer
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der et eksempel pd i det folgende opsamlende eksempel 13.41 — og videre at den ge-
ometriske multiplicitet af en enkelt egenveaerdi ikke kan veere storre end den algebraiske.
Beviset for punkt 3 i seetning 13.39 udelades.

lll Eksempel 13.41 Geometrisk multiplicitet mindre end algebraisk

Givet er matricen

A=

—9 10 0
3 1 5]. (13-59)
1 -4 6

Egenveerdierne til A bestemmes ved karakterligningen det(Ka (1)) = 0:
-9-A 10 0
det(Ka(A)) = det(A — AE) = det (! —13 1_—4A ) E /\]) (13-60)
= N _2A24 70 —4=—-(A+4)(A-1)2=0.

Af faktoriseringen for sidste lighedstegn fés, at A har to forskellige egenveerdier, A\ = —4 og
Az = 1. Desuden er am(—4) = 1 og am(1) = 2, som det ogsé fremgar af faktoriseringen.

Egenvektorrummet til A\ = —4 bestemmes ved at lose (A — AE)v = 0:
[—9 — (—4) 10 0 0
-3 1-(—4) 5 0f—
1 —4  6—(-4) 0
- (13-61)
1 -2 0|0 10 -10(0
0O -1 5{0|—=|01 -5|0
[0 -2 1010 00 010

Der er to ikke-trivielle ligninger, v; — 10v3 = 0 og v, — 5v3 = 0. Seettes v3 til den frie param-
eter, ses det, at samtlige til A; herende reelle egenvektorer kan angives ved

E_4={5-(10,51) | s € R} =span{(10,51)}. (13-62)
Man har, at gm(—4) = dim(E_4) = 1, og at en egenvektor til A; er vi = (10,5,1). Det ses, at

gm(—4) = am(—4) for denne egenveerdi.

Det tilsvarende udferes for A, = 1:

[—9—-1 10 0 |0
-3 1-1 5 |0|~—

1 —4 6-110
- (13-63)

1 -1 010 10 -5/3|0
0 -35(0|—=]|01 =5/3|0

10 -3 5|0 00 0|0
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Her er der igen to ikke-trivielle ligninger, v1 — v, = 0 og 3v, — 5v3 = 0. Seettes v3 = 3s, ses
det, at samtlige til A, horende reelle egenvektorer kan angives ved

Ey={s5-(553) | s€ R} =span{(5,5,3)}. (13-64)

Det giver folgende resultater: gm(1l) = dim(E;) = 1, og at en egenvektor til A, er
vy = (5,5,3). Desuden ses det, at gm(1) = 1 < am(1) = 2.

Bemeerk, at den frie parameter i eksemplet herover ikke blot er navngivet s
men derimod 3s. Derved undgéds nemlig breker i elementerne. Ender man
~ (O -~ | nogensinde med bregker eller andre "“‘grimme" tal som elementer i de ud-

Q speendende vektorer, kan man ofte blot forleenge vektoren men en vilkarlig
passende faktor. Det gor ingen forskel, da den frie parameter i forvejen gen-
nemlgber alle tal.

-
~

13.2.4 Mere om den komplekse problemstilling

Vi vil bruge matricen

—1 4
B:{_Z 3] (13-65)

fra eksempel 13.35 til at preecisere nogle seerlige feenomener for kvadratiske, reelle ma-
tricer, nar deres egenveerdiproblem studeres i kompleks ramme.

Vi fandt, at B har egenveerdierne Ay = 14 2i og A, = 1 — 2i. Der geelder sdledes, at
egenveerdierne er hinandens konjugerede. En anden bemeerkelsesveerdig ting i eksem-

pel 13.35 er, at ndr
v 1—i
11

er en egenvektor for A; = 1+ 2i, sd er den konjugerede vektor

[

en egenvektor for A, = 1 — 2i. Begge dele er eksempler pa generelle regler.
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ll Seetning 13.42 Konjugerede egenveerdier og egenvektorer
For en kvadratisk, reel matrix A geelder:

1. Hvis A er en kompleks egenveerdi for A med rektanguleer form A = a +ib, sd
er ogsd A = a — ib en egenveerdi for A

2. Hvis v er en egenvektor for A herende til den komplekse egenveerdi A, sa er
den konjugerede vektor v en egenvektor for A herende til den konjugerede
egenveerdi A .

|l Bevis

Forste del af seetning 13.42 folger af leeren om polynomier. Det karakteristiske polynomium
for en kvadratisk, reel matrix er et polynomium med reelle koefficienter. Derom vides, at
roedderne for polynomiet altid optraeder i konjugerede par.

Anden del af beviset foretages sdledes:
Av=Av & Av=Av & AV=AV & AvV=AV

Hyvis v er en egenvektor til egenveerdien A, sa er v altsa samtidig en egenvektor til egenveer-
dien A. Hermed er saetningen vist.

Ved sporet for en kvadratisk matrix forstas summen af diagonalelementerne. Sporet af B er
dermed —1+ 3 = 2. Leeg nu meerke til, at summen af egenveerdierne for Ber (1 —i) +
(14 i) = 2, altsa det samme som sporet af B. Ogsé dette er et generelt feenomen, som
her anfores uden bevis.

lll Seetning 13.43  Sporet

For en kvadratisk, reel matrix A geelder, at sporet af A, det vil sige summen af
diagonalelementerne i A, er lig med summen af alle (reelle som komplekse) egen-
veerdier for A , idet hver egenveerdi indgar i summen det antal gange, som svarer til
egenveerdiens algebraiske multiplicitet.
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lll Opgave 13.44

I eksempel 13.36 fandt vi, at det karakteristiske polynomium for matricen

6 3 12
4 -5 4

-4 -1 -10

A=

har dobbeltroden —6 og enkeltroden 3. Eftervis, at seetning 13.43 geelder i dette tilfeelde.
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