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lll eNote 7

Matricer og Matrixalgebra

Denne eNote introducerer matricer 0g regneoperationer for matricer og udvikler hertil horende
regneregler. Noten kan leeses uden andet grundlag end gymnasiet, men det kan veere en idé at
vaere bekendt med talrummet R™, som beskrives i eNote 5.

Version 20.08.15.

7.1 Matricer

En matrix er en form for talskema. Her er et eksempel pa en matrix kaldet M:

-1 27 (7-1)

M — [ 1 4 3} '
En matrix karakteriseres ved antallet af raekker og sejler, og matricen M kaldes derfor
en (2 x 3)-matrix. Matricen M siges at indeholde 2 - 3 = 6 elementer. Udover raekker,
sgjler og elementer har matricer en raekke andre begreber tilknyttet. For at beskrive

dem, opstilles en generel matrix, her kaldet A:

a1 aip ... A
an ax ... Aoy
A=| | o (7-2)

Matricen A har saledes m reekker og n sgjler, og man kan ligeledes skrive A, eller
(m x n)-matricen A. Matricen A siges ogsa at veere af typen m X n.
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To (m x n)-matricer A og B kaldes ens, hvis de elementvis er ens, og man skriver da
A =B.

En matrix, som kun har én sgjle (n = 1), kaldes en sgjlematrix. Tilsvarende kaldes en
matrix med kun én reekke (m = 1) en raekkematrix.

En matrix med lige mange reekker og sgjler (m = n) kaldes en kvadratisk matrix. Kvadratiske
matricer underkastes sarlig undersogelse i eNote 4.

Er alle elementerne i en (m X n)-matrix reelle tal, kaldes matricen en reel matrix. Maeng-
den af disse matricer betegnes R™*".

Er alle elementer i en matrix lig med 0, kaldes den nulmatricen uanset type og betegnes
0 eller evt. 0,;<,; . Enhver anden matrix kaldes en egentlig matrix.

7.2 Matrixsum og produkt af matrix med skalar

Det er muligt at laegge to matricer sammen, hvis de er af samme type. Man leegger da
elementerne sammen pladsvis og danner derved en ny matrix af samme type. Ligesa
kan man gange en matrix med en skalar (et tal). Det sker ved at gange alle elementerne
med skalaren.
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Il Definition 7.1  Matrixsum og produkt med skalar

Givet en skalar k € R og to reelle matricer Ay, x, 0g Byixn:

al aip ... dp b11 b12 00 bln
a a ... a b b ... b

N I T R B
Aml Am2  --- Amn byt bmo ... bun

Summen af matricerne defineres saledes:

ann+by an+bi ... ap,+ by,
AL an + by  ax + b - a2y + bay, (7-4)
Al +bm G2+ b2 ... Amn - byn

Summen er kun defineret, nar matricerne er af samme type.

Produktet af matricen A med skalaren k skrives kA eller Ak og defineres sdledes:

k-a11 k'alz k-aln
k-a k-ayp ... k-a

KA — Ak — .21 .22 . 2n (7-5)
k-am k-ap ... k-ap,

Den modsatte vektor —A til en matrix A defineres som den matrix, der fremkommer ved,
at alle elementerne i A ganges med —1. Det ses, at —A = (—1)A.
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lll Eksempel 7.2  Simple matrixoperationer

Der er givet to matricer A og B ved

4 -1 —4 3
L a=[d ] e e[ 3) v

Matricerne er begge af typen 2 x 2. Bestem matricerne C = 4A og D = 2A + B.

Dette kan gores ved hjeelp af definition 7.1:

C:4A:4-E _é]z[jg 4JBD]:{£ _g]

}:{zé ﬂ

I folgende seetning opsummeres de regneregler, der geelder for sum af matricer og pro-
dukt med skalar.

(7-7)
D:2A+B:[ ]+P4 ?
2

ll Seetning 7.3  Regneregler for matrixsum og produkt med skalar
For vilkarlige matricer A, B og C i R"*" og ligeledes vilkarlige reelle tal k; og k>
geelder folgende regneregler:
1. A+B=B+A Addition er kommutativ
2. (A+B)+C=A+(B+C) Addition er associativ
3 A+0=A 0 er en neutral matrix for addition i R"*"
4 A+(-A)=0 Alle matricer i R"*" har en modsat matrix
5. k1(koA) = (kikp)A Multiplikation af matrix med skalar er associativ
2 {2l = 1L 3l } De distributive regler geelder
7 k1(A+B) = k1A + kB
8 1A=A Skalaren 1 er neutral i produkt med matrix

Regnereglerne i seetning 7.3 kan vises ved hjeelp af seedvanlige regneregler for reelle tal.
Fremgangsmaden eksempliceres for to af regnereglernes vedkommende i det folgende
eksempel.
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~

\

|l Eksempel 7.4 Eftervisning af regneregel 6 og 7 i tilfeeldet IR?*2

Givet er de to matricer

a1 aip bll b12 :|
A= B = 7-8
[ ay  axp ] ©°8 [ by by 79

samt konstanterne k; og ky. Vi prover nu som eksempel at eftervise de distributive regler,
som star i seetning 7.3. Forst haves

an an (k1 +ko)ann (ki +ko)ain ]
ki +ko)A = (ki +k —
(k1 + k2) (ki +k2) [6121 ax ] [ (k1 +ko)azr (k1 + ko)an

KA + koA — [klall k1ﬂ1z] [kzﬂn k2ﬂ12] _ [k1ﬂ11 +koayy kiap + k2ﬂ12]
kiay  kiax koaxr  koax kiax + koayy  kiaxm +koax |

(7-9)

Seettes a11, a12, 421 0g Az uden for parentes i hvert af elementerne i det sidste udtryk, ses det,
at (k1 +k2)A = k1A + kpA. For at seette a-elementerne uden for parentes for hvert element
blev netop den distributive regel for de reelle tal brugt.

Den anden distributive regel efterproves pa de givne matricer og konstanter:

k1(A+B):k1[all+bll a12+b12}_[k1(u11+b11) kl(a12+b12)]

an +by am+byn| | ki(an +bxn) ki(axn +bxn)

kiay k1€l12] [klbll k1b12]
kiaz1  kiax kiba1  kibx

(7-10)

k1A + kB = [ [klﬂn Y kb kags -+ klbu] .

kiax +kiby1  kiaz + kiby

Seettes ki uden for parentes i hvert af elementerne i matricen i det sidste udtryk, ses det,
at den anden distributive regel ogsa geelder i dette tilfeelde: ki(A + B) = k1A + k1B. Den
distributive regel for de reelle tal bruges altsd endnu en gang elementvist.

1

-

Det bemeerkes, at nulmatricen i R"*" er den eneste matrix i R"*", som er neu-
tral for addition, og at —A er den eneste losning til ligningen A 4+ X = 0.
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| Definition 7.5 Differens mellem matricer
Differensen A — B mellem to matricer A og B af samme type indferes ved
A-B=A+(-1)B. (7-11)

B treekkes med andre ord fra A ved at hvert element i B traekkes fra det tilsvarende
elementi A.

lll Eksempel 7.6  Simpel matrixoperation med differens

Med de i eksempel 7.2 givne matricer fas

D:2A—B:2A—|—(—1)B:[12 _§]+[_4 _3}:[12 :?] (7-12)

7.3 Matrix-vektorproduktet og matrix-matrixproduktet

I dette afsnit beskrives produktet af en matrix med en vektor og derneest produktet af
en matrix med en anden matrix.

En vektor v = (v1,0y,...,0,) kan opskrives pa samme made som en sgjlematrix og
kaldes i sa fald en sgjlevektor:

01
v
v=(v1,02,...,0n) = :2 ) (7-13)

On

Man kan pd den made opdele en matrix Ay,x, i dens sejlevektorer. Det skrives pa
felgende vis:

A:[al a - an]
a1 a2 A1n a1 412 ... A1n

as1 a2 o axy Ay ... a (7-14)

am1 Am2 Amn Aml Am2 --- Amn
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Der er altsa n sgjlevektorer med hver m elementer.

N

e

Laeg meerke til, at de firkantede parenteser rundt om sgjlevektorerne kan
fjernes uden videre! Det kan man i alle de sammenhaenge med matricer, hvor
dobbelt firkantede parenteser forekommer. Det vil altid veere de inderste par-
enteser, som fjernes. Der er pd den mdde ingen forskel pa de to udtryk — man
vil dog altid foretraekke det sidste udtryk, fordi det er mest overskueligt.

Vi definerer nu et produkt af en matrix og en vektor, hvor matricen har ligesd mange
sojler, som vektoren har elementer:

Il Definition 7.7  Matrix-vektorprodukt

Lad A veere en vilkarlig matrix i R"*", og lad v vaere en vilkarlig vektor i R".

Matrix-vektorproduktet af A med v er defineret sdledes:

(%1

02

Av=[a; a ... a,| =[via; + vay + ...+ vsan | . (7-15)

On

Resultatet er en sgjlevektor med m elementer. Resultatet er summen af produkterne
af matricens k’te sgjle og sgjlevektorens k’te element forallek =1,2,...,n.

Der skal veere lige mange sgjler i matricen, som der er raekker i sgjlevektoren, her 7.

O

-
~

Laeg meerke til reekkefolgen i matrix-vektorproduktet: forst matrix, derefter
vektor! Det er ikke et vektor-matrixprodukt sd at sige. Antallet af sojler og
reekker vil ikke passe sammen i den anden konfiguration medmindre matricen
er af typen 1 x 1.

Bemeerk i definition 7.7, at Av = [v1a; + v2ay + . .. + vga, | ligesd godt kunne
skrives uden firkantede parenteser, Av = vja; + vpay + ... + vya,.
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lll Eksempel 7.8  Matrix-vektorprodukt

Der er givet folgende matrix og vektor (sgjlevektor):

, 3
A:A2X3:[Z . ;} og v{ 4]. (7-16)
~1

Vi danner nu matrix-vektorproduktet af A med v ved hjeelp af definition 7.7:

3
a b c a b c 3a+4b—c
o [ R IR S IR e A
Er A givet ved
(371
har man da produktet
(3 (-1)+4-2—-6] [—1
A"_[ 3.244-1-4 }_[ 6] (7-19)

Det ses, at resultatet (i begge tilfeelde) er en sojlevektor med lige sd mange reekker, som ma-
tricen A har reekker.

ll Opgave 7.9  Matrix-vektorprodukt
Dan matrix-vektorproduktet A med x i ligningen Ax = b, ndr det er givet, at

a1 a2 413 X1 by
a1 Ay a3 , X=1|x og b=|b|. (7-20)

a3 4z 4as3 X3 b3

A=

Er det noget du er stedt pa for? Hvor kommer det fra?

Som det er naevnt kan en matrix betragtes som sgjlevektorer stillet op efter hinanden.
Dette udnyttes i den folgende definition af et matrix-matrixprodukt som en raekke af
matrix-vektorprodukter.
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Il Definition 7.10  Matrix-matrixprodukt

Lad A veere en vilkarlig matrix i R"*", og lad B veere en vilkarlig matrix i R"*?.

Matrix-matrixproduktet eller bare matrixproduktet af A med B er defineret pd denne
made:
AB=A[b; by ... b,|=[Ab; Ab, ... Ab,]. (7-21)

Resultatet er en matrix af typen m x p. Den k’te sgjle i resultatmatricen er et matrix-
vektorprodukt af den forststdende matrix (her A) med den k’te sgjlevektor i den
sidststdende matrix (her B), jf. definition 7.7.

Der skal veere lige mange sgijler i den forststdende matrix, som der er raekker i den
sidststdende matrix.

lll Eksempel 7.11  Matrix-matrixprodukt

Der er givet to matricer Aj.» og Box3 ved

4 5 -8 3 3
Y A[53 wne [ 2 3) o

Bestem matrix-matrixproduktet af A med B.

Dette gores ved hjeelp af definition 7.10:

as=[[33]3) (33050 3 s
_[4-(-8)+5-2 43459 4:345-(=9)]_[-22 57 -33
[ —8+42-2 3429 3+42-(-9) } [—4 21 —15]'

(7-23)

s~ - | Det er ikke muligt at danne matrix-matrixproduktet BA, fordi der ikke er lige sa
Q mange sojler i B, som der er raekker i A (3 # 2).
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lll Eksempel 7.12  Matrix-matrixprodukt to veje

Givet er de to matricer Ay, og B> ved

‘ A:[_g i] og B:[_zlL 3] (7-24)

Idet de to matricer er kvadratiske matricer af samme type kan begge matrix-
matrixprodukterne AB og BA beregnes. Bestem dem.

Til det bruges definition 7.10:

[ R |

_[3-4+2-(-1) 3.4+2~0}_{ 10 12}

| —5.4+41-(=1) —5-4+1.0] [-21 —20

=[]0 42 [ )]

[4:3+4-(=5) 4-2+44] [-8 12
- ~1-3 1.2 || -3 -2

(7-25)

Der geelder altsé at AB # BA. Faktorernes orden er ikke ligegyldig!

Her opsummeres de regneregler, der geelder for matrix-matrixprodukter og matrixsum-
mer. Fordi matrix-vektorproduktet er et sertilfeelde af matrix-matrixproduktet, er re-
glerne ogsa geeldende for dem.

| Seetning 7.13  Regneregler for matrixsum og -produkt

For vilkarlige matricer A, B og C og ligeledes et vilkarligt reelt tal k geelder folgende
regneregler, saifremt de respektive matrix-matrixprodukter kan dannes:

(kA)B = A(kB) = k(AB) Produkt med skalar er associativ
A(B+C) = AB + AC
(A+B)C = AC + BC

A(BC) = (AB)C Matrix-matrixprodukter er associative

} De distributive regler geelder

P& samme made som med regnereglerne i seetning 7.3 efterproves som eksempel den
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sidste regneregel i seetning 7.13:

lll Eksempel 7.14  Er matrixprodukter associative?

Den sidste regneregel i seetning 7.13 efterproves pa matricerne

4 -5
1 2 -3 -2 -1
A_[3 4] , B—[ 0 0 7} og C=12 1. (7-26)
1 -3
Forst udregnes AB og BC:

-5

=[S B B A 2

_ _ 7-27
e [_3 2 1}!3] [—3 2 1}{ f”[w 16] 727
B 0o 0 7 0o 0 7 L7 21
1 3
Derneest bestemmes A (BC) og (AB)C:

s =[[3 ) [ 34
woe-[13 2 513 [ 2 2] 3|2

-3
Vi kan se, at A(BC) = (AB)C, og at det derfor er ligemeget, hvilket af matrixprodukterne
AB og BC man udregner forst. Dette geelder for alle matricer.

P& samme mdde, som det er vist i seetning 7.14, kan man eftervise resten af regnere-
glerne. Ved at bruge mere "‘generelle” matricer kan man ogsa bevise dem pa rigtig
Vis.

lll Opgave 7.15 Eftervisning af regneregel

Eftervis forste regneregel i seetning 7.13 med de to generelle reelle matricer Ay.» og Box> 0g
konstanten k.
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7.4 Transponering af matrix

Ved at bytte om pa reekker og sejler i en matrix, fremkommer matricens transponerede
matrix. Fx:

a d

A=|"° b e har den transponerede AT=|b e]. (7-29)
d e f c f

AT laeses A transponeret'”. Man har da ogs4, at (AT)" = A. Her er en nyttig regneregel
for transponeret matrix-matrixprodukt.

ll Seetning 7.16  Transponering af matrix

Lad der vere givet to vilkdrlige matricer Ayxn, 0g Buxp. Man danner de
transponerede matricer A" henholdsvis B, ved at bytte om pa sejler og reekker i
de respektive matricer.

At transponere matrix-matrixproduktet AB er det samme som at lave matrix-
matrixproduktet af B' med A' (altsd i modsat reekkefolge):

(AB)" =B'A". (7-30)

I folgende eksempel afproves seetning 7.16.

lll Eksempel 7.17  Eftervisning af transponeringsregel

Givet er de to matricer

1
o] . (7-31)
3

Man har da, at

o [ S|

[ 1.1-6-6 6-3 }_[—35 18]

(7-32)

17-9-3-1-2-6 7-1+2-3 48 13
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Vi prever nu at lave matrix-matrixproduktet B' A", og vi har, at

0o 7
Al =11 3] og BT:[? (1) _g], (7-33)
6 2

0 7
T T 9 1 -6 9 1 -6
B A [1 o 3|[1]| |10 33
6 2 (7-34)
(1-1-6:-6 9-7-1-3—-6-2| | —35 48
N 3.6 1-743-2 | 18 13 |°
De to resultater ser ens ud
-
—-35 18| | —35 48 T T AT
[ 48 13] _[ 18 13] & (AB) =B A, (7-35)

hvilket stemmer med saetning 7.16.

ll Opgave 7.18  Matrixprodukt og transponering

Givet er matricerne

11 2 0 -1 -1
A_[l ’ _1} og B_[l ’ 1]. (7-36)

Udregn folgende, hvis det er muligt:

a)2A —3B b)2A" —3B" )2A -3B" d)AB
e) AB" f)yBAT g)BTA h) A"B
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