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lll eNote 4

Taylor’s approksimationsformler for
funktioner af én variabel

I eNote 19 og eNote 21 er det vist hvordan funktioner af én og to variable kan approksimeres
med forstegradspolynomier i ethvert (udviklings-)punkt og at graferne for de approksimerende
forstegradspolynomier netop er henholdsvis tangenter og tangentplaner til de tilhorende grafer
for funktionerne. I denne eNote vil vi vise, hvordan funktionerne kan approksimeres endnu
bedre med polynomier af hojere grad. Sddanne approksimationer har enormt mange anvendelser
— det er meget nemmere at regne med polynomier end med andre funktioner, sd hvis
approksimationen til en funktion er tilstrkkelig god, sd kan man bruge og regne videre med det
approksimerende polynomium i stedet for funktionen selv 0g sd iovrigt hidbe pd, at den fejl man
derved begir er tilstraekkelig lille. Men hvad betyder tilstreekkelig god og tilstraekkelig lille?
Og hvordan afheenger det af graden pd det approksimerende polynomium? Det finder du
svarene pd i denne eNote.

4.1 Hojere-ordens afledede

Vi vil forst se pd funktioner f(x) af én variabel x i et dbent interval i de reelle tal. Vi
vil ogsd antage, at funktionen kan differentieres vilkarligt mange gange, altsa at alle de
afledede funktioner eksisterer for ethvert x i intervallet: f'(xo), f”(xo), f" (x0), f® (x0),
®)(xg), osv. hvor f*)(x) betyder den 4. afledede af f(x) i xo. Disse hojere afledede
skal vi bruge til at konstruere (koefficienterne i) de approksimerende polynomier.
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Il Definition 4.1

Hvis en funktion f(x) kan differentieres vilkdrligt mange gange i ethvert punkt x i
et givet dbent interval I s siger vi, at funktionen er glat i intervallet I.

lll Eksempel 4.2

Her er nogle hojere-ordens afledede af nogle kendte glatte funktioner:

| f(®) fo) | "o | g | U | )
x? 2x 2 0 0 0
x° 3x? 6x 6 0 0
x* 4x3 12x2 24x 24 0
x° 5x* 20x° 60x? 120x 120
(x —x0)° | 5 (x —x0)* | 20 (x — x0)® | 60 - (x — x0)? | 120 - (x — x0) 120
cos(x) —sin(x) — cos(x) sin(x) cos(x) —sin(x)
sin(x) cos(x) — sin(x) — cos(x) sin(x) cos(x)
cosh(x) sinh(x) cosh(x) sinh(x) cosh(x) sinh(x)
sinh(x) cosh(x) sinh(x) cosh(x) sinh(x) cosh(x)

Hojere-ordens afledede af nogle elementaere funktioner

(4-1)
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Laeg meerke til, at

1. Den n’te afledede f(") (x) af funktionen f(x) = (x — x()" er

fMx)y=n-(n—-1)-n—=2)---2-1=n! , (4-2)

hvor n! (n fakultet) er den korte skrivemade for produktet af heltallene
fra og med 1 til og med n, jeevnfer tabel 4.2, hvor n! optreeder med 2! = 2,
3! =6,4! =24,5! =120.

. Ved gentagen differentiation af cos(x) fas det samme “seet” af funktioner

periodisk med perioden 4: Hvis f(x) = cos(x), sd er
P (x) = fFPH)(x) forallep>1 . (4-3)

Det samme geelder for f(x) = sin(x).

. Ved gentagen differentiation af den hyperbolske cosinusfunktion cosh(x)

tds igen det samme “saet” af funktioner periodisk med perioden 2: Hvis
f(x) = cosh(x) fas

f(”)(x) = f(p+2)(x) forallep >1 . (4-4)

Det samme geelder for den hyperbolske sinusfunktion f(x) = sinh(x).

lll Eksempel 4.3 De afledede af en knap sa elementaer funktion

En funktion f(x) kan eksempelvis veere givet ved et integral (som i dette tilfeelde ikke kan
udtrykkes ved de seedvanlige elementeere funktioner):

f(x) = /O Tetar (4-5)

Men vi kan sagtens differentiere og finde de hojere afledede af funktionen for ethvert x:

2

fll)=e™ , f'(x)=-2-x-e* , f"x)=-2-e +4-22-e ¥ osv. (46)
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lll Eksempel 4.4 De afledede af en ukendt funktion

Viantager at en funktion f(x) er givet som losning til en differentialligning med begyndelses-
betingelser i x:

f'(x) +3f(x) +7f(x) =q(x) , hvor f(xo)=1 , og f'(xo)=-3 (4-7)

hvor g(x) er en given glat funktion af x. Vi kan igen rimelig let finde de hejere afledede af
funktionen i xo ved at benytte begyndelsesbetingelserne direkte og ved at differentiere differ-
entialligningen. Folgende fas fra begyndelsesbetingelserne og fra differentialligningen selv:

fl(x0) ==3 , f"(x0) = q(x0) —3f"(x0) —7f(x0) = q(x0) +2 . (4-8)

Den tredje (og de hojere) afledede af f(x) fas derefter ved at differentiere begge sider af
differentialligningen. F.eks. far vi ved at differentiere én gang:

1) +3f1(x) +7f (%) = q'(x) (4-9)

hvoraf vi far:

fll/ (xO)

q'(x0) = 3f"(x0) = 7f"(x0)
q'(x0) =3~ (q(x0) +2) —7-
q'(x0) —3q(x0) 415

(=3) (4-10)

4.2 Approksimation med polynomier

Ideen med det folgende gér nu ud pa at finde det polynomium, f.eks. det andengrads-
polynomium, som bedst approksimerer en given glat funktion f(x) i og omkring et
givet xg i funktionens definitionsmeaengde Dm(f).

Vi prever derfor at skrive f(x) pa felgende mdde:
f(x)=ag+ar-(x—x0) +az- (x —x0)> + Roy(x) (4-11)

hvor ag, a1, og ay er passende konstanter der skal veelges sdledes at restfunktionen
R x,(x) er sd lille som muligt i og omkring xo. Restfunktionen kan vi udtrykke ved
f(x) og det polynomium, som vi afprover:

Rox(x) = f(x) —ag—a1- (x —x0) —az - (x — x0)* (4-12)

og det er denne funktion, der skal veere sd teet pd at veere 0 som muligt ndr x er teet pa
xo sddan at forskellen mellem funktionen f(x) og andengradspolynomiet bliver s4 lille
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som muligt — i det mindste teet pd xo.

Det forste naturlige krav er derfor at:
Ry, (x0) =0 svarendetilat f(xo) =a9 , (4-13)

hvorved ag nu er bestemt.

Det naeste naturlige krav, er at grafen for restfunktionen har vandret tangent i xo saledes
at tangenten til restfunktionen derefter er identisk med x aksen:

Rj . (x0) =0 sddanat f'(xo) =a; , (4-14)

hvorved a; er bestemt.

Det neeste krav til restfunktionen er derefter:

Ry, (xo) =0 svarendetilat f"(xp)=2-ap , (4-15)

Z,XQ

hvorved ogsd ax = 3 f"(xo) dermed er bestemt og fastlagt.

Vi har dermed fundet

f(x) = f(x0) + fl(lTO) “(x—x0) + f//ch) (x = x0)% + R x,(x) (4-16)

hvor restfunktionen Ry y, (x) tilfredsstiller folgende krav som ger den meget lille omkring
X0
RZ/xO (xo) = RIZ,XO (x()) = RIZ,,XO (xo) = O ° (4_17)

Hyvis vi pa tilsvarende made havde gnsket at finde et approksimerende n’te grads poly-
nomium for den samme funktion f(x) havde vi fundet:

"(x (n) (x
£ = £a0) + T8 gy o T R, @

hvor restfunktionen R, x,(x) er en glat funktion der tilfredsstiller alle kravene:

R (¥0) = Rl (x0) = - - = R (x0) =0 . (4-19)

Det er herefter rimeligt at forvente, dels at disse krav til restfunktionen kan opfyldes og
dels at de tilsammen betyder, at restfunktionen selv ma ‘ligne” og veere lige sa lille som
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en potens af (x — xg) teet ved xo.

Det er preecis indholdet af folgende hjeelpeseetning:

Il Hjeelpeseetning 4.5 Restfunktioner

Restfunktionen Ry, v, (x) kan udtrykkes ud fra f(x) pa to ret forskellige mdder, og vi
skal benytte dem begge i det folgende:

(n+1)
Rn,m(x):%wx—xo)"“ , (4-20)

hvor ¢(x) ligger imellem x og xg i intervallet I.

Den anden fremstilling er folgende som indeholder en epsilonfunktion:
Ryxo(x) = (x —x0)" - ep(x —x0) (4-21)

hvor e7(x — x¢) er en epsilonfunktion af (x — xo).

Il Bevis

Vi vil nejes med at indse den forste pastand (4.2.20) i det allersimpleste tilflde, nemlig for
n = 0, dvs. felgende: I intervallet mellem (et fastholdt) x og xo findes altid en veerdi ¢ saledes
at folgende geelder:
/

Rosy(x) = 1) = flo0) = 218 (=) @22)
Men dette er blot en ikleedning af middelvaerdisetningen: Hvis en glat funktion har
veardierne henholdsvis f(a) og f(b) i endepunkterne af et interval [a, ], s& har grafen for
f(x) et sted en tangent som er parallel med det linjestykke der forbinder de to punkter

(a,f(a)) og (b, f(b)), se figur 4.1.

Den anden fremstilling (4.2.21) flger af den frste (4.2.20) ved at observere, at [0 (x —

(n+1)!
er en epsilonfunktion af (x — xp), da %1)1()?) er begraenset og da (x — xo)" ! selv er en

xo)n+1

epsilonfunktion.
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Figure 4.1: To punkter pd den bld graf-kurve for en funktion forbindes med et
linjestykke (red). Middelveerdiseetningen siger s, at der findes mindst ét sted (i det
viste tilfeelde preecis to steder, markeret med gront) pd kurven mellem de givne punkter
hvor haldningskoefficienten f'(x) for tangenten (sort) til kurven er preecis den samme
som heeldningskoefficienten for det rette linjestykke.

|| Definition 4.6 Approksimerende polynomium

Lad f(x) betegne en glat funktion i et interval I. Polynomiet

Py (%) = f(x0) + f@ () A oo b f(”;(!xo) - (x = x0)" (4-23)

kaldes det approksimerende polynomium af n’te grad for funktionen f(x) med ud-
viklingspunkt xo.

Opsamlende har vi derfor:
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ll Seetning 4.7 Taylor’s formler

Enhver glat funktion f(x) kan for ethvert n opdeles i et approksimerende poly-
nomium af grad n og en restfunktion saledes:

f(x) = Poxg (%) + Ruy (%) (4-24)

hvor restfunktionen kan udtrykkes pa folgende mader:

_ ()
(n+1)!

"1 for et &(x) mellem x og xq

Ry, x (%) - (x — x0)
og (4-25)

Rinx(x) = (x — x0)" - &5 (x — x0)

Det er iseer Taylor’s graenseformel (hvor restfunktionen udtrykkes med en epsilonfunk-
tion) vi vil gore brug af i det felgende. Vi neevner den version eksplicit:

Il Seetning 4.8 Taylor’s graenseformel

Lad f(x) betegne en glat funktion i et &bent interval I som indeholder et givet x(. Sa
geelder der for alle x i intervallet og for ethvert helt tal n > 0 felgende

() (x
b eyt 4 LU ()t () (e )

£(x) = £y + L1

hvor ef(x — xp) betegner en epsilonfunktion af (x — xp), dvs. ef(x —xp) — 0 for
X — Xp.

lll Eksempel 4.9 Et polynomiums approksimerende polynomier

Man kunne forledes til at tro, at ethvert polynomium er sit eget approksimerende poly-
nomium fordi ethvert polynomium ma da veere den bedste approksimation til sig selv. Her
er et eksempel der viser, at det ikke er sd simpelt. Vi ser pa tredjegradspolynomiet

fx)=14+x+x2+23 . (4-26)

Polynomiet f(x) har folgende ret forskellige approksimerende polynomier - i afheengighed
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af valg af udviklingspunkt xo og udviklingsgrad n:

Py = ox)—1+x—|—x + %8
P3 = o) =1+x+x*+2°

Pyyy—o(x) =14+ x +x?
Py x= ox)—1+x
Poxy=0(x) =

(
(
o
(
(
Py o= 1(x)—1—|—x+x + %3
Pyym1(x) =1+ x+x>+2°
Pryy=1(x) =2—-2-x+4- x? (4-27)
Pjy=1(x) = —2+6 X
PUxo 1(x)
(x)—1+x+x +x3
Pg,x0 (X)) =1+x+x>+2°
Py yy=7(x) =344 — 146 - x 22 - x?
Py y—7(x) = =734 +162 - x

7(

Pox,—7(x) = 400

lll Opgave 4.10 Rest-funktioner for polynomier

For funktionen f(x) = 1+ x + x> + x> betragtes folgende to opdelinger i approksimerende
polynomier og tilherende restfunktioner:

f(x) = Poyy=1(x) + Rop=1(x) og
(4-28)

f(x) = Pryy=7(x) + Ry x=7(x) ,

hvor de to approksimerende polynomier P, ,—1(x) og Pj ,—7(x) allerede er angivet i eksem-
pel 4.9. Bestem de to restfunktioner Rj y,—1(X) 0g Ry,x,—7(x) udtrykt pa begge de to mader
som er vist i 4.2.25: For hver af de to restfunktioner angives de respektive udtryk for ¢(x) og
for e(x — xp).
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lll Eksempel 4.11 Taylor’s graenseformel med udviklingspunkt xo = 0

Her er nogle ofte benyttede funktioner med deres respektive approksimerende poly-
nomier (og tilherende restfunktioner udtrykt med epsilonfunktioner) med det feelles ud-
viklingspunkt xo = 0 og vilkarlig hoj grad:
x? x"
X __ n
et =1+at rt ot e(x)
4 2n
2 - 2 X X 2
e¥ =1+x +E—|—---+W+x”-s(x)
2 L4 2n

B Xt x x m
cos(x) —1—§+E+---+(—1)”- o)1 + x" - e(x)
x3 X5 x2n+1
. — r r 1 n, 6~ 2n+1 |
sin(x) =x— g5 A VG P e (£.29)
x2 n
In(1+ x) =x— o+ o (=) W—f—x" e(x)
x? x" "
ln(l—x):—x—i—---—ﬁ— e(x)
1
1+x:1—x+x2 B (D) e xg(x)
1

7x:1+x+x2+x3+---+x”_1+x”-s(x)

v 1| Bemeerk, at der i Taylor’s greenseformel altid afsluttes med en epsilon-funktion
Q og med en potens af x der er preecis den samme som den sidste potens der
benyttes i det foranstdende approksimerende polynomium.

4.3 Kontinuerte udvidelser

Funktionen f(x) = sin(x)/x er ikke defineret i x = 0. Vi vil undersoge, om vi kan ud-
vide funktionen til at have en veerdi i 0, sdledes at den udvidede funktion er kontinuert
i 0. Dvs. vi vil finde en veerdi 4, sdledes at a-udvidelsen

- sin(x)
f:{ < for x#0 (4-30)

a for x=0

er kontinuerti x = 0, dvs. sdledes at

SN L ofor x o0 (4-31)
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En direkte anvendelse af Taylor’s greenseformel optraeder ved bestemmelse af green-
seveerdier for sddanne breker f(x)/g(x) hvor begge funktionerne, altsa teelleren f(x)
og neevneren g(x), gar imod 0 for x gdende imod 0. Hvad sker der med breken nér x gar
imod 0? Vi illustrerer med en raekke eksempler. Bemeerk, at selv om teeller-funktionen
og naevner-funktionen begge er kontinuerte i 0, sd behover broken ikke selv at veaere det.

|l Eksempel 412 Greenseveerdier for funktionsbroker

. 1.
sm}fx) _xt xx e(x) =1+¢x)—1 for x—0 . (4-32)

sin(x) x—4x0+x3-e(x) 1 «x
2 = 2 =73 +x-e(x) , (4-33)

som ikke har nogen greenseveerdi for x — 0. Derfor findes der ikke nogen kontinuert ud-
videlse i dette tilfeelde.

. 2 1
smx(zx ) —1 for x—0 fordi sin(1) —1 for u—0 . (4-34)
. 1.3, ,3
sin(x) —x X — 5 x> +x°-e(x) —x x
(xl — 3! = =3 +x-e(x) >0 for x—0 . (4-35)
sin(x) —x _ x— g4 e(x)—x 1 1
B X3 =g tel) v g for x=0 . (4-36)

V¢ | Ved bestemmelse af sddanne greenseveerdier udvikles de approksimerende
Q polynomier i teeller og naevner til sd hoje grader at greenseveerdien ”fremkom-
mer” ved division i teeller og neevner med en potens af x.

Her er et lidt mere kompliceret eksempel:
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7

Figure 4.2: Funktionen f(x) = sin(x)/x (bld) sammen med teellerfunktionen sin(x)
(rod) og naevnerfunktionen x (ogsa rod). Funktionen f(x) er kontinuert i x = 0 netop
nar den tildeles veerdien 1 der.

lll Eksempel 4.13 Graensevaerdi for funktionsbrok

2cos(x) =242 2-(1— -2+ xt+ate(x)) — 2+ 22

x - sin(x) — x2 - xo(x—L B LS a5 en(x)) — 22
2—x2+ 5ot 42 xt g (x) — 2+ 22
x2—Foxt4 L x0 4 x6 g (x) — 22

St 2.0t e (x) (4-37)
Lot Lox6 a6 gy (x)

5+2-e(x)
—5 5 2+ e(y)

1
—>—§ for x—0 ,

idet teelleren gar imod 75 for x — 0 og naevneren gar imod — ¢ for x — 0.
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4.4 \urdering af restfunktionerne

Hvor stor er den fejl man begér ved at benytte det approksimerende polynomium
(som er let at regne med) i stedet for funktionen selv (som kan vere kompliceret at
beregne) i et givet (typisk lille) interval omkring udviklingspunktet? Det kan restfunk-
tionen selvfelgelig give et svar pd. Vi giver her et par eksempler der viser, hvordan
restfunktionsudtrykket kan benyttes til sadanne fejl-vurderinger for givne funktioner.

Figure 4.3: Funktionen f(x) = In(x) fra eksempel 4.14 (bl), det approksimerende frste-
gradspolynomium (sort) med udviklingspunkt xop = 1 og den tilherende restfunktion
(red) illustreret som forskellen mellem f(x) og det approksimerende polynomium i in-

tervallet [%, %} . Til hejre er zoomet ind pa figuren omkring punktet (1,0).

lll Eksempel 4.14  Approksimation af elementzeer funktion

Logaritmefunktionen In(x) er defineret for positive veerdier af x. Vi approksimerer med det
approksimerende forstegrads-polynomium med udviklingspunkt i xo = 1 og vil vurdere
restleddet i et passende lille interval omkring xo = 1, dvs. udgangspunktet er folgende:

f(x)=In(x) , x=1, n=1, x€ Bﬂ . (4-38)
Ifolge Taylor’s formel med restfunktion har vi - idet vi udvikler i udviklingspunktet xo = 1
hvor f(1) = 0o0g /(1) = 1 og bruger f”(x) = —1/x for alle x i definitionsmeengden:

! 1 1 1
f) =tn() =) + L -1+ L@ 1o L 12 @)
1! 2! 2.2
for en veerdi af ¢ imellem x og 1. Vi har altsa hermed fundet:
1
Piy=1(x) =x—1 , o0og Ryy=1(x)=— (x—=1)% . (4-40)

2-22
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Den numeriske veerdi af restfunktionen i det givne interval kan nu vurderes for alle x i det givne
interval - ogsa selvom vi ikke ved ret meget om hvor ¢ ligger i intervallet udover at ¢ ligger
imellem x og 1:

Vi har

1 1 (1)’
Run (0] = = o -1 < L () 1 41

idet minus-tegnet kan fijernes fordi vi kun ser pd den numeriske verdi og idet (x — 1)? jo
klart er storst (med verdien (1/4)?) for x = 3/4 og for x = 5/4 i intervallet. Derudover er &
mindst og dermed (1/&)? storst i intervallet for ¢ = 3/4. (Bemaerk at vi ikke bruger her, at ¢
ligger imellem x og 1 - vi bruger kun, at ¢ ligger i intervallet!) Det vil sige, at

1 1 1
. 2|§| 2|:7 ’ (4'42)
32-¢ 32. (%) 18

[Rixp=1(x)] < |

saledes at vi dermed har vist, at

1
|In(x) — (x —1)| < T foralle x € [i, ﬂ . (4-43)
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Man kan med nogen ret spekulere over, hvorfor restfunktions-vurderingen
af en sd simpel funktion som f(x) = In(x) i eksempel 4.14 skal veere si
bovlet, ndr det er tydeligt for enhver (!), at den rede restfunktion i det tilfeelde
antager sin storste numeriske (absolut-)veerdi i et af endepunkterne i det
aktuelle interval, se figur 4.3 — en pdstand som vi endda kan vise med en helt
almindelig funktionsundersogelse.

Ved at differentiere restfunktionen far vi jo:

Rip1(x) = o (In(x) ~ (x~1) = =1 , (4-44)

x
som netop er mindre end 0 for x > 1 (sddan at Ry x,—1(x) til hejre for x = 1 er
negativ og aftagende fra veerdien 0 i x = 1) og storre end 0 for x < 1 (sddan
at Ry x,—1(x) til venstre for x = 1 er negativ og voksende op mod veerdien 0

i x = 1). Men problemet er, at vi i princippet ikke ved hvad veerdien af In(x)
‘ faktisk er — hverkeni x = 3/4 eller i x = 5/4 medmindre vi bruger Maple

eller et andet veerktgj til hjeelp. Restfunktions-vurderingen benytter kun de
definerende egenskaber ved f(x) = In(x), dvs. f'(x) = 1/x og f(1) = 0, og
vurderingen giver veerdierne (ogsd i endepunkterne af intervallet) med en
(numerisk) fejl pd hojst 1/18 i dette tilfeelde.

Huis vi faktisk far serveret den oplysning, at In(3/4) = —0.2877 og In(5/4) =
0.2223 sa har vi selvfolgelig dermed ogsa en direkte vurdering af den storste
veerdi af |Ry y,—1(x)| i intervallet [3,3]:

|R1 xy—1(x)| < max{| —0.2877 + 0.25|, [0.2223 — 0.25|}

(4-45)
= 0.0377 < 1/18 = 0.0556

Med den almindelige funktionsanalyse far vi altsa en noget bedre vurdering af
restfunktionen —men kun fordi vi i forvejen kan vurdere veerdien af funktionen
i endepunkterne.

ll Opgave 4.15 Approksimation af en ikke-elementaer funktion

Givet funktionen fra eksempel 4.3:

Flx) = /0 e Pt (4-46)

Der onskes en vurdering af storrelsen af forskellen mellem f(x) og funktionens ap-
proksimerende forstegradspolynomium P; ,,—o(x) med udviklingspunkt i xo = 0. Opgaven
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Figure 4.4: Funktionen f(x) fra eksempel 4.15 (bl), de approksimerende frste- og
tredjegrads-polynomier (sorte) med udviklingspunkt xo = 0 og de tilhrende restfunk-
tioner (rde) i intervallet [—1, 1].

gar altsd ud pa at bestemme den storste absolut-veerdi som restfunktionen |Ry,y,—o(x)| an-
tager i intervallet [—1,1].

Vink: Benyt de tidligere fundne hejere afledede af f(x) evaluereti xg = 0, jvf. eksempel 4.3:
£0)=0,f(0)=1, f'(x) = —2-x-e *. Se figur 4.4.

lll Eksempel 4.16  Approksimation af ukendt (men elementaer) funktion

Givet funktionen fra eksempel 4.4, dvs. funktionen tilfredsstiller folgende differentialligning
med begyndelsesbetingelser:

f"(x) +3f(x) +7f(x) =x* , hvor f(0)=1 , og f(0)=-3 , (4-47)

hvor vi har antaget, at hejresiden i ligningen er g(x) = x? og at udviklingspunktet er xg = 0.
Derved far vi nu:

F0)=-3 , f(0)=2, f"0)=15 . (4-48)
Vi har , .y
£ = £+ £0) - x+ 19D 2 1O sy s
2 6 (4-49)

:1—3-x+x2+§-x3+x3-8(x) ,

saledes at det approksimerende tredjegrads-polynomium for f(x) med udviklingspunkt
xo =0er

P3yy—0(x) =1—-3-x+ x>+ g x0 . (4-50)
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y y
\(
Figure 4.5: Funktionen f(x) fra eksempel 4.16 (bl) og de approksimerende frste-, anden-
, og tredjegrads-polynomier (sorte) med udviklingspunkt xyo = 0. De tilherende re-

spektive restfunktioner (rode) er illustreret som forskellene mellem f(x) og de ap-
proksimerende polynomier.

Bemeerk, at P3,xO:0(x) tilfredsstiller begyndelsesbetingelserne i (4.4.47) men polynomiet
P3 v,—0(x) er ikke en losning til selve differentialligningen!

4.5 Funktionsundersggelser

En meget vigtig egenskab ved kontinuerte funktioner er felgende, som betyder at der
er styr pa hvor store og smé veerdier en kontinuert funktion kan antage pa et interval,
nar blot intervallet er tilstraekkelig peen:
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| Seetning 4.17 Hovedsaetning for kontinuerte funktioner af én variabel

Lad f(x) betegne en funktion som er kontinuert i hele sin definitionsmeengde
Dm(f) C R. Lad I = [a, b] veere et begreenset, afsluttet, og sammenheengende
interval i Dm(f).

Sa er veerdimaengden for funktionen f(x) i intervallet I ogsa et begreenset, afsluttet,
og sammenheangende interval [ A, B] C R. Vi kan skrive séledes:

Vm(f,) = f(I) ={f(x) [x € I} = [A, B] , (4-51)

hvor der tillades den mulighed at A = B og det sker jo preecis nar f(x) er konstant i
hele intervallet I.

Il Definition 4.18  Globalt minimum og globalt maksimum

Nar en funktion f(x) har veerdimeengden Vm(f|,) = f(I) = [A, B] pd et interval
I = [a, ] siger vi, at

1. A er den globale minimumveerdi for f(x) i I, og hvis f(xg) = A for xo € I sa
er xg et globalt minimumpunkt for f(x)iI.

2. Ber den globale maksimumuveerdi for f(x) i, oghvis f(x9) = B for xo € I sa
er xo et globalt maksimumpunkt for f(x)1iI.

En velkendt og vigtig opgave gar ud pa at finde de globale maksimum- og minimum-
veerdier for givne funktioner f(x) i givne intervaller og at bestemme de x-veerdier for
hvilke disse maksimum- og minimum-veerdier antages altsd minimum- og maksimum-
punkterne. For at lose den opgave er folgende en uvurderlig hjeelp — se figur 4.6:

lll Hjeelpeseaetning 4.19 Maksima og minima i stationzere punkter

Lad x( veere en global maksimum- eller minimum-vaerdi for f(x) i I. Antag, at xo
ikke er et endepunkt for intervallet I og at f(x) er differentiabel i xo.
Sa er xq et stationeert punkt for f(x) i betydningen: f/(xy) = 0.
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|l Bevis

Vi antyder argumentet. Da f(x) er antaget differentiabel, har vi:

f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0) + (x — x0) - £5(x — x0)
= f(x0) + (x —x0) - (f'(x0) +&f(x — x0))

Hvis vi nu antager, at f'(xo) er positiv, sd er parentesen (f'(xo) + &¢(x — x0)) ogsa positiv
for x tilstreekkelig teet pa xo (idet es(x — x0) — 0 for x — xp), men sé er (x — xo) - (f'(x0) +
ef(x — x0)) ogsé positiv for x tilstreekkeligt teet pa xo og dermed er f(x) > f(xo) for sdidanne
x > x9,08 f(x) < f(xo) for sddanne x < x¢. Derfor kan f(x) ikke veere hverken maksimum-
veerdi eller minimumveerdi for f(x). Tilsvarende konklusion fas med antagelsen f’(xg) < 0.
Hvis x er en global maksimum- eller minimum-veerdi for f(x) i I m& den antagelse derfor
medfere, at f'(x9) = 0.

(4-52)

Hermed har vi felgende undersogelsesmetode til radighed:

ll Metode 4.20 Undersggelsesmetode

Lad f(x) veere en kontinuert funktion og I = [a, b] et interval i definitionsmaeengden

Maksimum- og minimum-verdierne for funktionen f(x), x € I, alts& A og B
i veerdimeengden [A, B] for f(x) i I findes ved at finde og sammenligne funk-
tionsveerdierne i felgende punkter:

1. Interval-endepunkterne (randpunkterne a og b for intervallet I).

2. Undtagelsespunkter, dvs. de punkter i det dbne interval |a, b[ hvor funktionen
ikke er differentiabel.

3. De stationeere punkter, dvs. samtlige de punkter x( i det dbne interval |a, b|
hvor f'(xg) = 0.
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Ved denne undersogelsesmetode findes naturligvis ikke blot de globale
maksimum- og minimum-verdier men ogsa de x-veerdier i I for hvilke det
globale maksimum og det globale minimum antages, altsd maksimum- og
minimum-punkterne i det aktuelle interval.

lll Eksempel 4.21 En kontinuert funktion undersgges

En kontinuert funktion f(x) er defineret for alle x pé folgende méde:

0.75 for x < -15
05+ (x+1)? for —15<x<0
f(x)=1¢ 15-(1—-x%) for 0<x<1 (4-53)
x—1 for 1<x<2
1 for x>2
Se figur 4.6, hvor vi kun betragter funktionen i intervallet I = [—1.5,2.0]. Der er to und-

tagelspunkter, hvor funktionen ikke er differentiabel: xo = 0 og xo = 1. Der er ét stationeert
punkti| —1.5,2.0] hvor f'(x9) = 0 nemlig xp = —1. Og endelig er der de to randpunkter,
intervalendepunkterne xop = —1.5 og xp = 2 som skal undersgges.

Vi har derfor felgende kandidater til globale maksimum- og minimumveerdier for f(x) i I:

xo=|-15]—-1] 0 |1
flxo)=]075]05[15]0]1

(4-54)

Vi afleeser konkluderende heraf, at maksimumveerdien for f(x) er B = 1.5 som antages i
maksimumpunktet xg = 0. Minimumveerdien er A = 0 som antages i minimumpunktet
xo = 1. Der er ikke andre maksimum- og minimum-punkter for f(x)iI.
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Figure 4.6: Den kontinuerte funktion f(x) fra eksempel 4.21 (bl). P grafen er mark-
eret (med rdt) de 5 punkter som skal undersges specielt med henblik pd at bestemme
veerdimngden for f(x) i intervallet [—1.5, 2], jvf. metode 4.20.

Il Definition 4.22 Lokale minima og lokale maksima

Lad f(x) betegne en funktion pd et interval I = [4, b] som indeholder et givet x; €
la, bl.

1. Hvis f(x) > f(xo) for alle x i en (gerne lille) omegn om x, sa kaldes f(xg) en
lokal minimumuvaerdi for f(x) i I, og xg er et lokalt minimumpunkt for f(x) i
I. Hvis der faktisk geelder f(x) > f(xp) for alle x i omegnen fraregnet xg selv,
sa kaldes f(xo) en egentlig lokal minimumoveerdi.

2. Hvis f(x) < f(xo) for alle x i en (gerne lille) omegn om x, sa kaldes f(xg) en
lokal maksimumuveerdi for f(x) i1, og x¢ er et lokalt maksimumpunkt for f(x)
i I. Hvis der faktisk geelder f(x) < f(xp) for alle x i omegnen (fraregnet x
selv), s& kaldes f(xo) en egentlig lokal maksimumuveerdi.

Hyvis den funktion vi vil undersege er glat i sine stationeere punkter, sa kan vi kvalificere
metoden 4.20 endnu bedre, idet det approksimerende polynomium af grad 2 med ud-
viklingspunkt i det stationeere punkt kan hjeelpe med at afgere, om veerdien af f(x) i det
stationeere punkt er en kandidat til at veere en maksimumveerdi eller minimumveerdi.
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lll Hjeelpeseetning 4.23 Lokal analyse i et stationzert punkt

Lad f(x) veere en glat funktion og antag, at x( er et stationeert punkt for f(x) i et
interval I =Ja, b[. S& geelder folgende:

1. Hvis f”(x0) > 0saer f(xo) en egentlig lokal minimumveerdi for f(x).
2. Hvis f”(xp) < 0sé er f(xg) en egentlig lokal maksimumveerdi for f(x).

3. Hvis f"(xp) = 0 sa er dette ikke tilstreekkelig information til at sikre, at f(xo)
er lokal minimumveerdi eller lokal maksimumveerdi.

lll Opgave 4.24

Bevis hjelpesaetningen 4.23 ved at bruge Taylors greenseformel med det approksimerende
andengrads-polynomium fro f(x) og udviklingspunkt xo. Husk, at x¢ er et stationeert punkt,
saledes at f'(xp) = 0.

lll Eksempel 4.25 Lokale maksima og minima

Den kontinuerte funktionen f(x)

0.75 for x<-15
054+ (x+1)2 for —15<x<0
f(x)=< 15-(1—-x%) for 0<x<1 (4-55)
x—1 for 1<x<2
1 for x>2
er vist i figur 4.6. I intervallet I = [—1.5,2.0] har funktionen de egentlige lokale mini-
mumveerdier 0.5 og 0 i de respektive egentlige lokale minimumpunkter xo = —1 0g xo = 1 og

funktionen har en egentlig lokal maksimumveerdi 1.5 i det egentlige lokale maksimumpunkt
xo = 0. Hvis vi udvider intervallet til ] = [—7,7] og bemeerker at funktionsveerdierne per
definition er konstante udenfor intervallet I fas de nye lokale maksimum-veerdier 0.75 og 1
for f(x) i ] - ingen af dem er egentlige lokale maksimumvaerdier. Alle xg €] — 7, —1.5] og
alle xo € [2,7] er lokale maksimumpunkter for f(x) i ] men ingen af dem er egentlige lokale
maksimumpunkter. Alle xg i det dbne interval xo €] — 7, —1.5[ og alle xo i det dbne interval
xo €]2,7] er iovrigt ogsa lokale minimumpunkter for f(x) i ] men ingen af dem er egentlige
lokale minimumpunkter.
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Figure 4.7: Egentlige lokale maksima og egentlige lokale minima for funktionen fra
eksempel 4.26 er her antydet p grafen for funktionen. For en ordens skyld bemrkes:
De lokale maksimum- og minimum-punkter for funktionen er de markerede rde graf-
punkters x-koordinater og de lokale maksimum- og minimum-veerdier for funktionen
er de markerede rede graf-punkters y-koordinater.

lll Eksempel 4.26 En ikke-elementaer funktion

Funktionen f(x)
X
Flx) = / cos(2) dt (4-56)
0
har stationeere punkter i de veerdier af xo som tilfredsstiller:

f'(x0) =cos(x§) =0 , dvs. x%= g +p-m hvorperethelttal . (4-57)

Da vi ogsa har, at
f"(x) = =2 x-sin(x?) (4-58)

sadan at der i de angivne stationzaere punkter geelder
f”(xo) =-2. X0 - (_1)}7 . (4-59)

Heraf folger — via lemma 4.23 — at hvert andet stationrt punkt xo langs x-aksen er et
egentligt lokalt maksimumpunkt for f(x) og de ovrige stationaere punkter er egentlige
lokale minimumpunkter. Se figur 4.7. I figur 4.8 er vist graferne (parabler) for et par af
de approksimerende andengradspolynomier for f(x) med udviklingspunkter i udvalgte sta-
tionaere punkter.
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Figure 4.8: Grafen for funktionen i eksempel 4.26 og to approksimerende parabler med
udviklingspunkter i to stationeere punkter, som er henholdsvis et egentligt lokalt mini-
mumpunkt og et egentligt lokalt maksimumpunkt for f(x).

lll Eksempel 4.27 Nar approksimation til grad 2 ikke er nok

Som angivet i hjeelpeseetning 4.23 kan man ikke ud fra f'(xg) = f”(xo) = O slutte, at funk-
tionen har lokalt maksimum eller minimum i xo. Det viser de tre simple funktioner i figur
4.9 med al enskelig tydelighed: f(x) = x*%, fa(x) = —x* og f3(x) = x3. Alle tre funktioner
har stationeert punkt i xo = 0 og alle har f”(xp) = 0, men f;(x) har et egentligt lokalt min-
imumpunkt i 0, f>(x) har et egentligt lokalt maksimumpunkt i 0, og f3(x) har hverken et
lokalt minimimumpunkt eller et lokalt maksimumpunkt i 0.
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Figure 4.9: Tre elementaere funktioner med approksimerende andengrads-polynomium
Py x,—0(x) = O for alle x. Funktionerne er henholdsvis: fi(x) = x* (red), fi(x) = —x*
(sort), og f3(x) = x3 (bla).
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4.6 Opsummering

I denne eNote har vi studeret hvordan man kan approksimere glatte funktioner med
polynomier.

e Enhver glat funktion f(x) pa et interval I kan opdeles i et approximerende n’te-
grads-polynomium P, ,(x) med udviklingspunkt x; og en tilherende restfunk-
tion R, x,(x) sdledes:

f(x) = Py (x) + Ruxy(x) (4-60)

hvor polynomiet og restfunktionen i Taylor’s graenseformel skrives sdledes:

"(x (1) (x ; ;
£ = £a) + T80 gy LRy () )
hvor e;(x — xo) betegner en epsilonfunktion af (x — xp), dvs. ef(x — xp) — 0 for
X — XQ.

e Taylor’s greenseformel kan benyttes til at finde kontinuerte udvidelser af brok-
funktioner ved at finde (om muligt) deres graenseverdier for x — xg hvor xg er de
veerdier hvor neevner-funktionen er 0 sdledes at brekfunktionen i udgangspunktet
ikke er defineret i x:

sin(x) x+x!-g(x)

P ” =1+¢x)—1 for x—0 . (4-61)

e Vurdering af restfunktionen giver en gvre graense for den storste numeriske forskel
mellem en given funktion og det approksimerende polynomium af en passende
grad og med et passende udviklingspunkt i et givet undersogelsesinterval. En sé-
dan vurdering kan ogsa foretages for funktioner, som maske kun “kendes” via en
differentialligning eller som et ikke-elementeert integral:

1
In(x) — (x~1)| < o foralle x € Efﬂ . (4-62)

e Taylor’s greenseformel med approksimerende anden-grads-polynomium benyt-
tes til effektiv funktionsundersogelse, herunder bestemmelse af veerdimaengde,
globale og lokale maksima og minima for givne funktioner.
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