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lll eNote 2

Polynomier af én variabel

I denne eNote introduceres komplekse polynomier af én variabel. Der forudsaettes elementaert
kendskab til komplekse tal, 0g kendskab til reelle polynomier af én reel variabel er en fordel.

Version 10.09.16. Karsten Schmidt.

2.1 Indledning

Polynomier forekommer overalt i den tekniske litteratur som matematiske modeller for
tysiske problemer. En stor fordel ved polynomier er at de er uhyre simple i beregninger
da de kun kreever addition, multiplikation og potensopleftning. Derfor er polynomier
bl.a. populeere ved approksimation af mere komplicerede funktionstyper.

Kendskab til polynomiers radder er en kongevej til forstaelsen af deres egenskaber og
effektive brug og vil derfor veere et hovedemne i det folgende. Men forst introducerer
vi nogle generelle egenskaber.
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I Definition 2.1
Ved et polynomium af grad n forstds en funktion der kan skrives pa formen
P(Z):anz”+an_1zn—l_|_..._|_alz_|_a0 (2_1)

hvor ag, a1, ..., a, er komplekse konstanter med a, # 0, og z er en kompleks
variabel.

ay kaldes koefficienten for Z* k=0,1,...,n, og a, er den ledende koefficient.
Et reelt polynomium er et polynomium hvori alle koefficienterne er reelle.
Et reelt polynomium af en reel variabel er et reelt polynomium hvori z € R.

Polynomier navngives ofte med et stort P eller tilsvarende bogstav Q, R, S ...
1 Hvis det i situationen er naturligt at medtage variabelnavnet, skrives poly-

nomiet som P(z) hvor det underforstds at z er en uafheengig kompleks vari-
abel.

lll Eksempel 2.2 Eksempler pa polynomier

P(z) =223+ (1+1i)z+5 er et tredjegradspolynomium.
(z) = z2 + 1 er et reelt andengradspolynomium.

(z) =17 er et 0'te-gradspolynomium.

S(z) = 0 kaldes 0-polynomiet og tildeles ingen grad.
T(z) = 22° +5y/z — 4 er ikke et polynomium.

~ O

Nér man ganger et polynomium med en konstant, og ndr man adderer, subtraherer,
multiplicerer og sammenseetter polynomier med hinanden, fdr man et nyt polynomium.
Dette polynomium kan reduceres ved at led af samme grad samles sa formen (2.1.1)
opnas.

lll Eksempel 2.3 Addition og multiplikation af polynomier

To polynomier P og Q er givet ved P(z) = z2 — 1 og Q(z) = 2z? — z + 2. Polynomierne
R=P+Q og S=P-Q bestemmes séledes:
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R(z)=(22—1)+ (222 —z+2) = (22 +22%) + (—z) + (-1+2) =322 —z + 1.
S(z) = (2 —1)- 222 —z+2) = (22" =2 +22%) + (222 + 2z -2)
=224 -2+ (222 -2 4z-2=272" - +z-2.

2.2 Polynomiers rgdder

Il Definition 2.4 Rod i polynomium

Ved en rod i et polynomium P(z) forstas et tal zo for hvilket P(zg) = 0.

lll Eksempel 2.5 Om et givet tal er rod i et polynomium

Da P(3) =3*-5-3-12=0,er3rodi P.
Da P(1)=1®*-5-1—-12=—-16 #0,er 1 ikkerodi P.

Visat 3 errodi P(z) =z% —5z—12,0gat 1 ikke er rod.

Til at udvikle teorien for polynomiers redder far vi brug for felgende hjeelpesaetning.
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lll Hjeelpeseaetning 2.6 Nedstigningssaetningen
Et n'te-gradspolynomium P er givet ved
P(z)=anz"+a, 12" '+ +a1z+ag. (2-2)

Hvis zj er et vilkérligt tal, og Q er det n-1"te-gradspolynomium som er givet ved
koefficienterne

bi’l—l = dy (2_3)
by = ax 1 +2z0-bgyq for k=n-2,...,0 , (2-4)

sa geelder der at P kan skrives pa den faktoriserede form
P(z) = (2 = 20)Q(2) (2-5)

hvis og kun hvis zy errodi P.

|l Bevis

Lad polynomiet P vere givet som i seetningen, og lad « veere et vilkdrligt tal. Betragt et
vilkarligt n-1"te-gradspolynomium

Q(Z) = bn,1 Zn_1 + bn_z Zn_2 +---+ b] z+ bo .
Ved simpel udregning fas
(z—a)Q(z) =bp_12" + (by_o —aby_1) 2" 14 - + (by — by )z — &by .

Det ses at polynomierne (z —a)Q(z) og P(z) har samme forskrift hvis vi successivt fastseet-
ter bi-koefficienterne for Q som angiveti (2.2.3) og (2.2.4), og der samtidig geelder:

—aby=ay & by = —ag.

Vi undersoger om denne betingelse er opfyldt ved at benytte (2.2.3) og (2.2.4) i modsat raekke-
folge:

bo K = (El1 + (xbl)zx = blﬂcz + a1

= (ap + aby)a® 4+ a1 = bya® + axa® + aqa

= bn,loc” + an,lrx”_l +---+ az(xz + a1
= 2,0 + a0t apa® 4 ae = —ag

< Pa) = apa” + Ay 0" Ve’ aa+ag=0.
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Det ses at betingelsen er opfyldt hvis og kun hvis « er rodi P. Hermed er beviset fuldfert.

|l Eksempel 2.7 Nedstigning

Givet polynomiet P(z) = 2z* — 1223 4+ 1922 — 6z + 9. Det ses at 3 er en rod idet
‘ P(3) = 0. Bestem et tredjegradspolynomium Q saledes at

P(z) = (z=3)Q(z).

Vi seetter a4 = 2, a3 = —12,a, =19, a1 = —6 og ap = 9 og finder koefficienter for Q ved
hjeelp af (2.2.3) og (2.2.4):

b3 :a4:2

by =a3+3b3 = —12+3-2 = —6
by =a, +3b, =19+3-(—6) =1
bp =a1+3b) = —-6+3-1=-3.

Vi konkluderer at
Qz) =22° — 62> +z -3
sd
P(z) = (z—3)(22° =622 +z—3).
Nar et polynomium P med roden zj er skrevet pd formen P(z) = (z —z9)Q1(z),

hvor Q; er et polynomium, kunne det teenkes at zp ogsa errodi Q;.1s4 fald kan Qq
tilsvarende skrives som Q1(z) = (z —z0)Q2(z) hvor Q; er et polynomium. Og saledes
vil nedstigningen successivt kunne viderefores indtil P(z) = (z — z9)"R(z) hvor R er
et polynomium hvori zj ikke er rod. Vi viser nu at denne faktorisering er unik.
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ll Seetning 2.8  En rods multiplicitet

Hvis zp er rod i polynomiet P, kan det pd netop én made skrives pd faktoriseret
form séledes:
P(z) = (z—z9)" R(z) (2-6)

hvor R(z) er et polynomium hvori z; ikke er rod.

Eksponenten m kaldes den algebraiske multiplicitet af roden z.

Il Bevis

Antag at a errodi P, og at der (i modseetning til pdstanden i seetningen) findes to forskellige
faktoriseringer
P(z) = (z—a) R(z) = (z —a)* 5(2)

hvor r > s, 0g R(z) henholdsvis S(z) er polynomier hvori « ikke er rod. Vi far da
(z—a) R(z) — (z—a)*S(z) = (z—a)*((z—a)*R(z) = S(z)) =0, forallez € C
hvor k = r — s. Denne ligning er kun opfyldt hvis
(z—a)R(z) = S(z) for alle z #a.

Da venstre- og hejresiden i denne ligning er kontinuerte funktioner, ma de ogsa have samme
veerdii a. Herved opndr vi
S(a) = (z—a)*R(x) =0

hvilket er i modstrid med antagelsen, at « ikkeerrodi S.

lll Eksempel 2.9

I eksempel 2.7 fandt vi at
P(z) = (z—3) (22° — 62> + 2z —3)

hvor 3 er rod. Men 3 er ogsd rod i den anden faktor 2z°> — 6z +z — 3. Ved at benytte
nedstigningsseetningen, seetning 2.6, pa dette polynomium far vi

P(z) = (z—3) (z—3)(222+1) = (z—3)2 (22 +1).
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Da 3 ikkeerrodi 2z2 + 1, harroden 3 i P multipliciteten 2.

Nu har vi startet en nedstigningsproces! Hvor langt kan vi komme ad den vej? For
at komme videre i undersogelsen far vi brug for et grundlaeggende resultat, nemlig
fundamentalsaetningen.

2.2.1 Algebraens fundamentalsaetning

En afgerende motivation for indferingen af komplekse tal er at ethvert polynomium
har rodder inden for de komplekse tal. Dette resultat blev vist af matematikeren Gauss
i hans ph.d.-afhandling fra 1799. Beviset for seetningen er kreevende, og Gauss arbe-
jdede videre pa det hele sit liv for at gore det endnu mere elegant. Hele fire versioner
foreligger der fra hans hand, sd ingen tvivl om at han lagde meget stor veegt pa seetnin-
gen. Her tillader vi os at angive Gauss’ resultat uden bevis:

Il Seetning 2.10  Algebraens fundamentalsaetning

Ethvert polynomium af grad n > 1 har inden for de komplekse tal mindst én rod.

\, | Polynomiet P(z) = z2 + 1 har ingen redder inden for de reelle tal. Men inden
\Q ~ | for de komplekse tal har det hele to rodder i og —i fordi

P(i)=i?+1=-141=0 og P(—i)=(—i)?+1=1*+1=0.

Vejen fra algebraens fundamentalseetning til fuldt kendskab til antallet af polynomiers
rodder er ikke lang. Vi skal blot videreudvikle idéen i nedstigningssaetningen.

Vi betragter et n'te-gradspolynomium P med ledende koefficient a, . Hvis n > 1, har
P ifelge algebraens fundamentalseetning en rod a; og kan derfor med koefficientmeto-
den i nedstigningsseetningen, saetning 2.6, skrives som

P(z) = (z — a1)Q1(2) (2-7)

hvor Q; er et polynomium af grad n-1 med ledende koefficient a,. Hvis n > 2, sa
har Q; enrod a; og kan skrives som

Qi1(z) = (z — a2)Q2(2)
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hvor Q er et polynomium af grad n-2 ligeledes med ledende koefficient 4, . Ved ind-
seettelse fas nu

P(z) = (z —a1)(z — 22) Qa2(2) -

Séledes fortseettes konstruktionen af nedstigningspolynomier Qy af graden n — k for
k = n—1,...,0 indtil vi ndr polynomiet Q, af graden n-n = 0 der som angivet i
eksempel 2.2, er lig med sin ledende koefficient a, . Herefter kan P opskrives pa fuld-
steendig faktoriseret form:

P(z) =an(z—aq)(z—a2) -+ (z—ap). (2-8)

I dette udtryk skal vi bemeerke tre ting:

e Den forste er at alle de n tal ay,...,a, derer oplisteti(2.2.8), er redderi P da de
ved indseettelse i forskriften giver veerdien 0.

e Den anden ting vi bemeerker, er at P ikke kan have andre redder end de n
neevnte. At der ikke kan veere flere, ses nemt sdledes: Hvis et vilkarligt tal a #
ar, k=1,...,n,indsettes pd z’s plads i (2.2.8), vil samtlige faktorer pa hejresiden
af (2.2.8) veere forskellige fra nul. Dermed vil ogsa deres produkt veere forskelligt
fra nul. Derfor er P(x) # 0, 0g « erikkeenrodi P.

e Den sidste ting vi bemeerker i (2.2.8), er at redderne ikke nedvendigvis er forskel-
lige. Hvis zi, zp,..., zp er de p forskellige rodder som P har, og m; er multi-
pliciteten (antal forekomster) af z,, k =1, ..., p, s kan den fuldsteendigt faktoris-
erede form (2.2.8) reduceres til

P(z) = an(z —21)" (z = 22)"™ -+ (z = 2p)™ (2-9)
hvor der geelder:

my+my-c My =n.

Efter dette er vi nu klar til at praesentere folgende udvidede udgave af algebraens fun-
damentalsaetning.

ll Seetning 2.11  Algebraens fundamentalsaetning — version 2

Ethvert polynomium af grad n > 1 har inden for de komplekse tal netop n redder,
nar redderne regnes med multiplicitet.
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lll Eksempel 2.12 Andengradspolynomier pa fuldstendig faktoriseret form

Et vilkarligt andengradspolynomium P(z) = az? + bz + ¢ kan skrives pa formen
P(z) = a(z —a)(z - B)

hvor « og B errodderi P.Hvis « # B, har P to forskellige redder, hver med algebraisk
multiplicitet 1. Hvis &« = B, har P én rod med algebraisk multiplicitet 2. Roden kaldes da
en dobbeltrod.

lll Eksempel 2.13  Algebraisk multiplicitet

Et polynomium P er angivet pa fuldsteendig faktoriseret form saledes:
P(z) =7(z—1)*(z+4)%(z—-5).

Vi ser at P har tre forskellige rodder: 1, —4 og 5 med de algebraiske multipliciteter 2 hen-
holdsvis 3 og 1.

Det bemeerkes at summen af de algebraiske multipliciteter er 6 hvilket er lig med graden af
P ioverensstemmelse med algebraens fundamentalsaetning, version 2.

lll Eksempel 2.14  Algebraisk multiplicitet

‘ Angiv antallet af rodder i P(z) = z3.

P har kun énrod z = 0. Rodens algebraiske multiplicitet er 3. Man siger at 0 er en trippelrod
i polynomiet.

2.3 Identiske polynomier

To polynomier P og Q kaldes ens hvis P(z) = Q(z) for alle z. Men hvad skal der til
for at to polynomier er ens? Kunne man for eksempel teenke sig at et fierdegrads- og et
femtegradspolynomium har samme veerdi i alle variable hvis man blot veelger de rette
koefficienter? Dette er ikke tilfeeldet idet der geelder folgende saetning.
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| Seetning 2.15 Identitetsseetning for polynomier

To polynomier er ens hvis og kun hvis de er af samme grad, og alle koefficienter for
led af samme grad fra de to polynomier er ens.

|l Bevis

Vi betragter to vilkarlige polynomier P og Q. Hvis de har samme grad, og alle koefficien-
terne for led af samme grad er ens, md de klart have samme veerdi i alle variable og er derfor
identiske. Hermed er forste del af Identitetsseetningen vist.

Antag herefter at P og Q er identiske, men at ikke alle koefficienterne for led af samme
grad fra de to polynomier er ens. Vi antager videre at P har grad n og Q grad m hvor
n > m.Lad a; veere koefficienterne for P og lad b, veere koefficienterne for Q, og betragt
differenspolynomiet

R(z) =P(z) — Q(z) (2-10)
=(ay —bp)z2" + (ay_1 — by_1)z" 1+ -+ (ag — by)z + (ap — by)

hvor vi i tilfeeldet n > m seetter by = 0 for m < k < n. Vi bemarker at 0'te-
gradskoefficienten (ag — by) ikke kan veere den eneste for R(z) som er forskellig fra 0, for s&
ville P(z) — Q(z) = (ao — bp) # 0 hvilket er i modstrid med at P og Q er identiske. Derfor
er graden af R storre end eller lig med 1. P& den anden side viser (2.3.10) at graden af R
hojster n.Ladnu zx, k=1,...,n+ 1, vare n+ 1 forskellige tal. De er alle rodderi R idet

R(Zk):P(Zk)—Q(Zk):O, k=1...n+1.

Dette er imidlertid i modstrid med Algebraens fundamentalsaetning, version 2, seetning 2.11:
R kan ikke have et antal redder der er hojere end dets grad. Antagelsen, at ikke alle koeffi-
cienterne for led af samme grad fra P og Q er ens, ma derfor vere forkert. Heraf folger ogsa
at P og Q har samme grad. Hermed er anden del af Identitetsseetningen er bevist.

|l Eksempel 2.16 To identiske polynomier

Ligningen
322 —z+4=az’+bz+c
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er opfyldt for alle z netopndr a =3, b = —1 og ¢ = 4.

ll Opgave 2.17 To identiske polynomier

Bestem tallene a, b og c saledes at

(z—2)(az> +bz+c)=2>—-5z+2 for alle z.

I det folgende afsnit behandler vi metoder til at finde rodder for visse typer af poly-
nomier.

2.4 Polynomiumsligninger

Fra algebraens fundamentalseetning, seetning 2.10, ved vi at ethvert polynomium af
grad storre end eller lig med 1 har redder. I dens udvidede version, saetning 2.11,
slds det endog fast at for ethvert polynomium er graden lig antallet af redder hvis red-
derne regnes med multiplicitet. Men seetningen er en teoretisk eksistensseetning som
ikke hjeelper os med at bestemme rodderne.

I det folgende introduceres metoder til at finde rodderne for simple polynomier. Men
lad os holde ambitionsniveauet pd et rimeligt niveau for i begyndelsen af 18-hundredtallet
beviste den norske algebraiker Abel at der ikke kan opstilles generelle metoder til at finde
rodderne i vilkarlige polynomier af grad storre end fire!

For polynomier af hgjere grad end fire findes der en raekke smarte tricks hvorved man
kan veere heldig at finde en enkelt rod. Herefter nedstiger man til et polynomium af
én lavere grad — og kan maske gradvist na ned til et polynomium af fjerde grad eller
lavere hvortil der findes generelle metoder til at finde de resterende redder.

Lad os indledningsvist sld fast at nar man ensker at finde redderne for et polynomium
P(z), skal man lgse den tilsvarende polynomiumsligning P(z) = 0.Som en simpel illus-
tration kan vi se pa roden for et vilkdrligt forstegradspolynomium:

P(z) =az+b.
For at finde den skal vi lese ligningen

az+b=0.
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: : b :
Det er ikke sveert. Den har losningen zp = — _ som derfor er rodi P(z).

N
\Q,

Nér man skal finde rodderne for et polynomium P, finder man losningerne pa
polynomiumsligningen P(z) = 0.

lll Eksempel 2.18 Roden i et forstegradspolynomium

‘ Find roden til forstegradspolynomiet P givet ved

P(z) = (1—1)z — (5+2i).

Vi skal lese ligningen
(1-i)z—(542i)) =0« (1—-i)z=(5+2i).
Vi isolerer z pa venstre side:

5420

5+20)(1+i) 347 3 7
S e e SRR =>+%
1—i (1—-1)(1+1) 2 22

1.

3 7
Altsa har ligningen lesningen zp = 5 + Ei som samtidig er P’s rod.

2.4.1 Binome ligninger

En binom ligning er en n’tegradsligning hvor kun koefficienterne a, (hojestegradsled-
det) og ap (konstantleddet) er forskellige fra 0. En given binom ligning kan reduceres
til den folgende form:

Il Definition 2.19  Binom ligning

En binom ligning har formen z" = w hvorw € C ogn € N.

For binome ligninger findes en eksplicit lasningsformel som vi preaesenterer i den fol-
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gende seetning.

ll Seetning 2.20 Binom ligning lgst vha. eksponentiel form

Lad w # 0 veere et komplekst tal med den eksponentielle form
w = |w|e.

Den binome ligning
2" =w (2-11)

har n forskellige losninger givet ved formlen

z, = {/|w] el(F+P30) hvor p=0,1,...,n—1. (2-12)

lll Bevis

For ethvert p € {0,1,..., n —1} er z, = {/|w| el P30 en losning til (2.4.11), idet

n
(Zp>n _ (n/|w|ei(z+p2:)) _ |w| ei(v+p27r) _ |w| el? — w.

Det ses at de n lesninger set som punkter i den komplekse talplan alle ligger pa en cirkel med

centrum i Origo, radius {/|w| og en fortlebende vinkelafstand p& 2~ . Forbindelseslinjerne
mellem Origo og losningerne deler med andre ord cirkleni 7 lige store vinkler.

Det folger heraf at de n losninger er indbyrdes forskellige. At der ikke er flere losninger, er

en folge af algebraens fundamentalseetning, version 2, seetning 2.11. Hermed er saetningen
bevist.

Vi vil i de naeste eksempler betragte nogle vigtige seertilfeelde af binome ligninger.
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lll Eksempel 2.21  Binom andengradsligning

Vi betragter et komplekst tal pa eksponentiel form w = |w|e'?. Det folger af (2.4.12) at an-
dengradsligningen
Z-=w

20 = y/|w| e'? og z; = —y/|w]| €.

har to lesninger

lll Eksempel 2.22 Binom andengradsligning med negativ hgjreside

Lad r veere et vilkérligt positivt reelt tal. Ved i eksempel 2.21 at stte v = Arg(—r) = 7t ses at
den binome andengradsligning
z° = —r

har to lesninger
zo =11 og z1 = —i/r.

Med et konkret eksempel har ligningen z2 = —16 lesningerne z = +i4.

Den benyttede metode i eksempel 2.21 kan i mange tilfeelde veere vanskelig at gennem-
fore. I det folgende eksempel vises en alternativ metode.

lll Eksempel 2.23 Binom andengradsligning, metode 2

Los ligningen
722 =8—6i. (2-13)

Da vi forventer at losningerne for z kan veere pa kompleks form, seetter vi z = x + iy hvor
x og y er reelle tal. Hvis vi kan finde x og v, sa har vi fundet losningerne for z. Vi har derfor
22 = (x +iy)? = x* — y* + 2xyi og ser at (2.4.13) er eekvivalent med

x? —y* + 2xyi = 8 — 6i.

Da en kompleks ligning er sand netop nar sdvel realdelen som imaginzaerdelen af ligningens
hgjreside og venstreside er identiske, md (2.4.13) videre vere sekvivalent med

x? —y* =8 og 2xy = —6. (2-14)
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Indseettes y = Pl ix

2 2

— y? = 8, og seettes x> = u, opnas en andengradsligning som

kan loses:

2
xz—(—3) :8<:>x2—%:8<:>
X x
9
(xz—x2>x2:8x2<:>x4—9:8x2<:>x4—8x2—9:0<:>
W —8u—-9=0<u=09eller u=—1.

2 2

Ligningen x~ = u = 9 har lesningerne x; = 3 og x» = —3, mens ligningen x~ = u = —1
ingen losninger har, da x og y skal veere reelle tal. Indsaettes x; = 3 henholdsvis x; = -3 i

(2.4.14), fas de tilsvarende y-veerdier y; = —1 og yo = 1.
Hermed konkluderes at den givne ligning (2.4.13) har redderne

z1 =x1+iy1 =3—1 og zo = xp +iy, = =3 +1.

2.4.2 Andengradsligninger

Til lesning af andengradsligninger opstiller vi nedenfor den formel der svarer til den
velkendte losningsformel for reelle andengradsligninger. Der er dog en enkelt afvigelse,
nemlig at vi ikke tager kvadratroden af diskriminanten hvilket skyldes at vi ikke her
forudseetter kendskab til kvadratredder af komplekse tal.



eNote 2 |||| 2.4 POLYNOMIUMSLIGNINGER

16

| Seetning 2.24 Lesningsformel for andengradsligning

For andengradsligningen
az? +bz4+c=0,a#0
indferes diskriminanten D ved D = b? — 4ac . Ligningen har to lesninger

—b—ZU() —b+w0
T Ty, BT Ty

hvor wy er en losning til den binome andengradsligning w?=D.

—b
Hyvis specielt D = 0, geelder der at z; = zp = o

(2-15)

(2-16)

|l Bevis

Lad wy veere en vilkdrlig losning til den binome ligning w? = D. Der geelder da:

az2+bz+c:a(zz+zz+2>

2a 2a
. —b— 0 . b + wo
Sz = o eller z = %

Hermed er losningsformlen (2.24) udledt.




eNote 2 ||| 2.4 POLYNOMIUMSLIGNINGER 17

lll Eksempel 2.25 Reel andengradsligning med positiv diskriminant

‘ Los folgende andengradsligning med reelle koefficienter:

2722 +52-3=0.

Vi identificerer koefficienterne: a = 2,b = 5,¢ = —3. Diskriminanten findes:
D=5 —4.2-(-3)=49.

Det ses at wy = 7 er en lesning til den binome andengradsligning w? = D = 49. Nu kan
losningerne udregnes:

=547 1  —5-7
Z1 = ) —ZOgZZ—

= -3. (2-17)

lll Eksempel 2.26 Reel andengradsligning med negativ diskriminant

‘ Los folgende andengradsligning med reelle koefficienter:

22 —2z45=0.

Vi identificerer koefficienterne: a = 1,b = —2,¢ = 5. Diskriminanten findes:
D= (-2)?-4-1-5=-16.

Ifolge eksempel 2.22 er en losning til den binome andengradsligning w? =D = —-16 givet
ved wy = 4i. Nu kan lgsningerne udregnes:

—(=2) +4i
2-1

—(—2) — 4i

o= 21

=1+2i og zp = =1-2i. (2-18)

lll Eksempel 2.27 Andengradsligning med komplekse koefficienter

‘ Los andengradsligningen
22— (1+i)z—2+2i=0. (2-19)
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Lad os forst identificere koefficienterne: 2 = 1,b = —(1+1),c = —2 + 2i. Diskriminanten
findes:
D= (—(141)?—4-1-(-2+2i) =8 —6i.

Fra eksempel 2.23 ved vi at en lesning til den binome ligning w? = D = 8 —6i er wy =3 —1i.
Herefter findes losningerne for (2.4.19) ved
—(=(+i)+B—i) —(=(+1)-B-1)

Z1 = 51 =2o0g 2= 51 =—-141i. (2-20)

2.4.3 Tredje- og fjerdegradsligninger

Fra antikken kendes geometriske metoder til losning af (reelle) andengradsligninger.
Men forst omkring dr 800 e.Kr. blev algebraiske losningsformler kendt via den persiske
(arabisk skrivende) matematiker Muhammad ibn Musa al-Khwarismes beremte bog al-
Jabr. Navnet al-Khwarisme blev i Vesten til det velkendte ord algoritme, mens bogens
titel blev til algebra.

Tre hundrede ar senere gentog historien sig. Omkring ar 1100 e.Kr. angav en anden per-
sisk matematiker (og digter) Omar Khayyam eksakte metoder til hvordan man finder
losninger til reelle tredje- og fjerdegradsligninger ved hjeelp af mere avancerede ge-
ometriske konstruktioner. For eksempel loste han ligningen x* + 200x = 20x? + 2000
ved skeering mellem en cirkel og en hyperbel hvis ligninger han kunne udlede af tred-
jegradsligningen.

Omar Khayydm mente ikke det ville veere muligt at opstille algebraiske formler for
losninger til ligninger af grad sterre end to. Her tog han dog fejl idet italieneren Gero-
lamo Cardano i 1500-tallet offentliggjorde formler til losning af tredje- og fjerdegrad-
sligninger.

Khayyams metoder og Cardanos formler ligger ikke inden for rammerne af denne eNote.
Her giver vi blot — se eksempel 2.9 tidligere samt nedenstdende eksempel 2.28 —
enkelte eksempler pd hvordan man ved hjeelpdaf "‘nedstigningsmetoden'’, seetning 2.6,
kan finde alle losninger til ligninger af grad sterre end to hvis man i forvejen kender
eller kan geette et tilstraekkeligt antal af losningerne.
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|l Eksempel 2.28 En tredjegradsligning med et indledende geet

Los tredjegradsligningen
2 =322 +72-5=0.

Det geettes nemt, at 1 er en losning. Ved hjeelpdaf nedstigningsaloritmen far man nemt fak-
toriseringen:
22322 47z2-5=(z—1)(z>—2z+5) =0.

Vived at 1 er en lgsning, de resterende losninger fas ved losning af andengradsligningen
22—-2245=0,
som ifelge eksempel 2.26 har lesningerne 1+ 2i og 1 — 2i.

Samlet har tredjegradsligningen losningerne 1, 1+ 2i og 1 — 2i.

2.5 Reelle polynomier

Teorien som har veeret udfoldet i de forrige afsnit, geelder for alle polynomier med kom-
plekse koefficienter. I dette afsnit vil vi preesentere to seetninger der kun geelder for poly-
nomier med reelle koefficienter — altsd den delmaengde som kaldes de reelle polynomier.
Den forste saetning viser at ikke-reelle rodder altid optraeder i par.

| Seetning 2.29 Redder i reelle polynomier

Hvis tallet a 4-ib er rod i et polynomium som kun har reelle koefficienter, sd er ogsa
det konjugerede tal a —ib rod i polynomiet.

|l Bevis

Lad
P(z) =a,z" +a, 12" '+ +ayz+ap

vaere et reelt polynomium. Ved brug af regneregler for konjugering af sum og produkt af
komplekse tal (se eNote 29 om komplekse tal) samt forudsaetningen at alle koefficienterne er
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reelle, fas

P(z)=ayz"+a, 12" 1+ +ay1z+ap
=a,7" 4+ a, 12" '+ -+ a1z + ag
=P(z) .
Hvis zg errodi P, far vi
P(z) =0=0= P(z)

hvoraf det ses at ogsd zg er rod. Hermed er seetningen bevist.

lll Eksempel 2.30 Konjugerede radder

Det oplyses, at polynomiet

‘ P(z) = 3z — 12z + 39 (2-21)

har roden 2 — 3i. Bestem alle redder i P, og opskriv P pd fuldsteendig faktoriseret
form.

Vi ser at alle tre koefficienter for P er reelle. Derfor er ogsa den oplyste rods konjugerede
2+43i rodi P.Da P er et andengradspolynomium, er der ikke flere redder.

Ifolge eksempel 2.12 er den fuldsteendigt faktoriserede form for P :

P(z) =3(z— (2—-3i))(z — (24 3i)).

I et polynomiums fuldsteendigt faktoriserede form vil de to faktorer der svarer til et
par af konjugerede rodder, altid kunne ganges sammen til et reelt andengradspolynomium
saledes:

(z—(a+1b))(z—(a—ib)) = ((z—a) +ib))((z — a) — ib)
= (z —a)? — (ib)?
=22 —2az + (a® + b?).

Fra seetning 2.29 ved vi at komplekse redder i et reelt polynomium altid optreeder i
konjugerede par. Heraf udspringer folgende saetning:
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ll Seetning 2.31  Reel faktorisering

Et reelt polynomium kan skrives som et produkt af reelle forstegradspolynomier og
reelle andengradspolynomier som ikke har reelle redder.

lll Eksempel 2.32 Reel faktorisering

Om et reelt syvendegradspolynomium P oplyses at det har redderne 1,1, 1 + 2i
samt dobbeltroden —2, og at koefficienten til dets hgjestegradsled er a; = 5. Skriv
P som et produkt af reelle forstegradspolynomier og reelle andengradspolynomier
der ikke har reelle redder.

Vi udnytter at de komplekse redders konjugerede ogsa er rodder, og seetter P pa fuldsteendig
faktoriseret form:

P(z) =5(z—1)(z—1i)(z+i)(z — (1 +2i))((z — (1 —2i))(z +2)*.

Der er to par af faktorer der svarer til konjugerede redder. Nar de ganges sammen, fas den
onskede form:
P(z) =5(z—1)(z2 +1)(z*> =2z +5)(z + 2)%.

Hermed afsluttes behandlingen af polynomier af én variabel.
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