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Temagvelsesopgave:

SNOWBALL EARTH?

1. Introduktion

Formalet med denne temagvelse er at se pa en simpel model for Jordens klima. Modellen er baseret pa
den forudssetning, at Jordens varmeudstraling er lig med den varmestraling den modtager fra Solen. I
nogen perioder har Jorden veeret varm. I andre meget kold. Modellen kan bruges til at forsta den vilde
hypotese, kaldet snowball Earth, at Jorden engang (for ca 800-600 millioner ar siden) var helt frosset
til som en snebold som pa billedet ovenfor!

Man kan finde mere information i artiklen [1] om ”snowball Earth” hypotesen.

2. Teori: Solens straling og Jordens klima

Populeert sagt er vejret tilstanden af atmosfeeren i et kort tidsrum. Klimaet derimod er middelveaerdien af
atmosfeerens tilstand over en leengere periode. Her ser vi pa en simpel model for Jordens klima. Klimaet
atheenger bl.a. af Jordens albedo ("hvidhed”). Albedo er den procentdel af den indgaende straling som
reflekteres af en overflade; a = 0 svarer til total absorption og o = 1 svarer til total reflektion. Isdaekkede
omrader har en albedo pa ca 0.90.

Lad R veere Jordens radius og Sy veere fluxen (energi per tid per areal) af Solens varmestraling som
Jorden modtager, T er middel temperaturen af Jordens overflade (idag er den ca 288 K = 15°C). Lad os
antage ligeveegt mellem den straling Jorden modtager og den den afgiver. Dette kan udtrykkes ved at



den afsatte energi per tidsenhed, E(T), er lig med nul:
E(T) = nR*(1 — a)Sy — 4nR*eT* = 0 (2.1)

her er o middel albedo af Jorden (o = 0.30) og o er Stefan-Boltzmann konstanten (o = 5.670 x
1073Wm~2K~%). Potensen T* kommer fra Stefan-Boltzmann’s lov for varmestréling.

Dette giver fglgende ligning for Jordens middeltemperatur,

(1- a)5'0>1/4

= (2.2)

T(a, So) = (

Indsaetter man veerdien Sp = 1380 Wm ~2 fas T = 255 K. Beregningerne ovenfor tager dog ikke hensyn
til, hvordan Jordens overfladetemperatur er pavirket af tilstedeveerelsen af en atmosfeere. En planet med
en atmosfere er betydeligt varmere end en planet uden. Den faktiske gennemsnitlige temperatur pa
Jorden er 288 K. Derfor er der omkring 30 K forskel mellem den faktiske gennemsnitlige temperatur pa
Jorden og ligeveegtstemperaturen pa 255 K. Denne stigning i temperaturen med ca 30 K er et resultat af
den naturlige drivhuseffekt.

I resten af opgaven skal vi analysere temperatur-funktionen 7' i ligning (2.2) i forskellige situationer. Med
en klima model forstas altsé her en model for udregning af Jordens middeltemperatur, 7.

Opgave 1

(a) Eftervis resultatet 7' = 255 K ved at indseette de givne konstanter i formlen (2.2). Antag, at Jorden
er helt deckket af is. Hvad bliver T' i dette tilfeelde?

(b) Hvad kan fa Jordens middeltemperatur til at falde?

(¢) Man ved, at Solens totale flux, Sy, varierer med tiden. En typisk variation er pa 0.1%. Det vides
ikke med sikkerhed hvor stor den variation har veeret tidligere. Hvor mange procent sendrer T sig hvis
Sp forgges med 1%?

(d) Plot temperaturen T som funktion af a og Sp, hvor a € [0.1,0.9] og Sp € [1350, 1400]. Plot desuden en
rackke niveaukurver for 7' i dette omrade sammen med et gradientplot. NB: Niveaukurverne er hyperbler
(skal ikke vises).

(e) Vi ser nu specielt pa den niveaukurve som gar igennem punktet (0.3, 1380). Beskriv dens fysiske
betydning. Vi opfatter nu denne niveaukurve som grafen for en funktion Sy(a), hvor a € [0.1,0.9].
Bestem forskriften for Sy og plot dens graf (niveaukurven). Tilpas intervallet for « sa det passer til det
folgende spegrgsmal: Antag at o vokser med 10% til 0.33. Aflees hvor meget Sy tilsvarende skal vokse for
at klimaet (7') fastholdes.

(f) T dette sporgsmal ser vi pa muligheder for et fald i temperaturen T fra 255.5 K til 253.5 K. Betragt
de tilsvarende niveaukurver og beskriv dem som grafer for funktioner Sy(«a) (forskriften for den forste
har vi allerede fra spgrgsmal (e)). Tegn deres grafer i et faelles koordinatsystem, og besvar de folgende
spgrgsmal ved aflaesning: For fastholdt a, hvor meget skal Sy &ndres for at opna det nsevnte fald i T
Og omvendt: For fastholdt Sp, hvor meget skal o sendres for at opna det naevnte fald i 7.

(g) Bestem gradienten af T'(«,Sp) i punktet (0.3, 1380). Vis at den star vinkelret pa tangenten for
niveaukurven i dette punkt (vink: brug fx differentialkvotienten af den i spgrgsmal e) fundne forskrift for
niveaukurven). Hvilken fysisk betydning har gradienten?

3. Anvendelse: Klima model I

Vi skal nu se pa en model for Jordens klima, hvor isdeekket kan sndre sig med tiden. Fgrst finder vi et



Figure 1: Skematisk figur der viser Jorden (radius R) med isdekkede poler og lengdegraden 6.

udtryk for Jordens albedo som funktion af dens isdaekke.

Mgrke overflader har lavere albedo veerdier. Omvendt har lyse overflader, sasom iskapperne, hgjere
albedo veerdier. Hvis overfladetemperaturen falder til under frysepunktet for vand, vil sne og is pa
Jordens overflade fa albedo til at stige. Som et resultat vil mere sollys reflekteres tilbage ud i rummet og
temperaturerne vil falde yderligere. Omvendt, ved opvarmning af Jorden vil den lavere albedo (mindre
is) lede til yderligere opvarmning. Dette er et eksempel pa en positiv feedback effekt.

Udregning af albedo:

Lad os antage, at polerne er daekket af is; se tegningen i fig. 1. Overfladen fra leengdegrad —6 til +6 er
landmasse eller hav, mens resten af Jordens overflade er daekket af is. I figuren ovenfor er arealet af isen
ved polerne Ay, mens landmasse og hav har samlet areal Ay (séledes, at A7 + A, = 7R?). Dvs. albedo
bliver en funktion af vinklen 0, o = «(6). Vi har

Ar(f) = R*(m — 20 —sin20), Ap = R*(20 + sin 26) (3.1)

Hvis a; = 0.9 betegner albedo af isen og ay, = 0.1 er albedo af havet og landmassen fas fglgende formel
for middel albedo af Jorden

a(f) = #(OZIAI +arAr) (3.2)

Opgave 2

(a) Udled formlerne for A; og for Ay som funktion af §. (Vink: formlen for arealet af et udsnit af en
cirkel med radius R, er A = R?*(¢ — sin¢), hvor ¢ er dbningsvinklen, dvs. ¢ = — 26).

(b) Plot a(f) som funktion af @ i intervallet 6 € [0, 7/2]. Hvad er o/(0)? Hvad er max og min verdierne
af denne funktion?

Udregning af energi-balance:

For at se hvordan albedo og temperatur pavirker hinanden gensidigt, ma vi antage en sammenhaeng 6(7T')
mellem vinklen 6 og temperaturen 7. Vi har nu en model, hvor « kan variere som funktion af vinklen 6.
Energien E per tidsenhed kommer nu til at atheenge af bade T og 6. Den afsatte energi pa Jorden per
tidsenhed er
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E(T,0) = 7R*(1 — a(6(T))) Sy — 47 R*cT* (3.3)
Ved ligevaegt gaelder derfor
1—a(0(T)) = -T* (3.4)

Ved hgj temperatur skal vinklen 6 ga mod 7/2 (ingen is), ved lavere temperaturer skal den ga mod nul
(meget is). Vi veelger at bruge Sigmoid-funktionen s(z) = 1/(14 e~ *) som simpel feenomenologisk model
for den sammenhzng. Se Sigmoid-kurven i fig. 2. Kurven for 8(T") skal vaere forskudt mod hgjre saledes,
at i omradet omkring en endelig temperatur 7™ skifter vinklen over fra lave veerdier til hgjere veerdier. T
er altsa den temperatur hvor der begynder at ske en overgang (fase-overgang) fra tilstanden med isdeekke
til tilstanden uden isdeekke. Dvs,

1

o) = 2 exp(—(T — T%)/10) + 1

(3.5)

Her er T'—T* divideret med en faktor, der er valgt til 10 K. Dette tal bestemmer hvor hurtigt overgangen
gar. I andre modeller vaelger man albedo til at veere en sigmoid-funktion, her har vi valgt vinklen 6 som
sigmoid-funktion.

Opgave 3
Her antager vi, at uden en atmosfzere er 7% = 257 K og bruger Sy = 1380 Wm 2.
(a) Plot funktionen 6(T') i ligning (3.5) for T' € [100,400].

(b) Lav et plot der samtidig viser fplgende to kurver som funktion af T: y1(T) = 1 — a(0(T)) og
yo(T) = (40/Sp)T* i intervallet T € [150,350], jvf. ligning (3.4). (Vink: brug ligning (3.2) og ligning
(3.5)).

(¢) Aflees eventuelle skaeringspunkter mellem de to kurver — er der mere end ét skeeringspunkt? Bemaerk:
her regnes to temperaturer for ens hvis deres absolutte forskel er mindre end 10 K.

Forklarende kommentar: hvis man finder mere end et skeeringspunkt betyder det, at med den samme
Sol-parameter (Sp) er der to mulige lgsninger for temperaturen. Der er altsa to muligheder for klimaet.
Et skeeringspunkt giver en mulighed for klimaet.

4. Anvendelse: Klima model II

Vi skal nu se pa en model hvor man inkluderer den naturlige drivhuseffekt gennem den sakaldte ” drivhuskon-



stant”, f. Drivhuseffekten refererer til atmosfeerens evne til at absorbere og reflektere varmestralingen
fra Jordens overflade. En tykkere atmosfeere er mere effektiv til at absorbere energi. Vi antager, at
atmosfaeren er transparent for solstraling, og absorberer en brgkdel f af Jordens straling pa grund af
tilstedeveerelsen af drivhusgasser.

Inkluderes denne konstant, f, kan man udlede [2] en ny ligning for Jordens overfladetemperatur,

(1—a)S, )1/4

T(a, So, f) = (4(1 ) (4.1)

Opgave 4

(a) Drivhuskonstanten idag er ca. f = 0.77. Indseet dette og o = 0.3 i ligning (4.1) og bestem den nye
overfladetemperatur, 7. Stemmer dette overens med T = 288 K?

(b) Vurder veerdien af 6 idag, dvs. hvor stor en del af Nord- og Sydpolen er dakket af is? (Vink: Find
et kort over Sydpolen og aflaes den leengdegrad som Sydpolens is nar op til).

(c) Plot temperaturen T" som funtion af o og f med Sy = 1380, hvor «a € [0,1] og f € [0.60,0.90]. Plot
desuden en raekke niveaukurver for 7' i dette omrade sammen med et gradientplot. NB: Niveaukurverne
er hyperbler (skal ikke vises). Er gradienterne vinkelrette pa niveaukurverne?

(d) Bestem den niveauflade for T'(«, Sp, f) som gar igennem punktet (0.3,1380,0.77). Hvilken fysisk
betydning har den? NB: Niveaufladerne er hyperbolske paraboloider (skal ikke vises). Bestem en ligning
for tangentplanen til niveaufladen i punktet (0.3,1380,0.77).

(e) Bestem gradienten for T'(«, Sp, f) i punktet (0.3, 1380, 0.77). Vis at gradienten i dette punkt star
vinkelret pa tangentplanen fundet i spgrgsmal (d). Hvilken fysisk betydning har gradienten?

(f) Hvad kan fa Jordens middeltemperatur til at stige?

Opgave 5
Vi antager, at med en atmosfzere er T* = 285 K og bruger igen Sy = 1380 Wm™2.

(a) Gentag opgave 3 med indseattelse af konstanten f = 0.77. Dvs plot de to tilsvarende kurver y; og yo
for T € [150,350] og aflees eventuelle skaeringspunkter mellem dem. Er der mere end et skeeringspunkt,
og ved hvilken temperatur? Bemaerk: her regnes to temperaturer for ens hvis deres absolutte forskel er
mindre end 10 K.

Vink: Vis forst, at der ved ligevaegt geelder 1 — a(0(T)) = 4(1 — f/2)(a/So)T™.

(b) Hvad betyder dette resultat for Jordens klima? Er vi i en kold periode, eller en varm periode?
Hvordan kan dette resultat bruges til at argumentere for muligheden af en kold periode, snowball earth,
for mere end 600 millioner ar siden?

Snowball Earth er den hypotetiske tilstand, hvor jorden er helt deekket af iskapper. Selvom de nuveerende
forhold pa planeten ikke opfylder betingelserne for en snebold-jord, er det muligt, at Jorden engang
oplevede en sadan tilstand.
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