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|l Temagvelse 1

Taylorapproksimation og fejlvurdering

Temaovelsen bestdr af en raekke eksempler pd anvendelse af taylor-approksimation og vurdering
af den fejl man begdir ved at benytte approksimationene. Vi praesenterer her nogle opgaver som
kan bruges til forberedelse. Pd Lille Dag i semesteruge 4 arbejdes der videre i Maple TA med
opgaverne, og der kan ogsd veere nye opgaver inden for det samme omride.

Il Opgave 1 Bestemmelse af tallet e

Tallet e er et af de allervigtigste i den matematiske analyse. Det er et trancendentalt tal,
sa det er ikke enkelt at afgore hvor stort det er. Men hvor stort er det, hvordan kan vi
sammenligne det med andre tal? Vi ma udvikle det som decimaltal! Det gor vi i denne
opave ved hjeelp af Taylor-approksimation.

Intro: Tallet e er grundtallet for den naturlige eksponentialfunktion exp. Exp indferes
ofte som dén eksponentielt voksende funktion hvis heeldningskoefficienti 0 er 1. Det
er (relativt) nemt at vise, at en vilkarlig eksponentialfunktion f(x) =a*, a > 0 har den
afledede f'(x) = f/(0) - a*. Det folger heraf at

exp’(x) = exp’(0) -exp(x) = 1-exp(x) = exp(x) .
Kort sagt: Heeldningskofficienten er altid den samme som funktionsveerdien. Nar gra-
fen for y = exp(x) kommer op i hejden y = 2, skal dens tangent have heeldningen 2,
osv. Det kan man bruge til at skitsere en graf for exp ud fra dens mulige tangenter, som
det er vist pa figuren nedenfor.

Videre: Tallet e er funktionsveerdien for exp(x) i x = 1, da exp(1) = e! = e. Ud fra
tiguren tilllader vi os at konkludere at

e < 3.

Dette resultat ma benyttes i det folgende hvor vi skal bestemme e neermere.

Temaovelsesopgaven fortsaetter —



TEMAGQVELSE 1 2

A A A A A S VA A A A A . A
NN NN /NN
NN NN YN
RN/ NN
PITTTT I TR
YITTTT IR
IR
17T
777N AT
TTTTTEI I AT

777GV I AT
A Ve,
TSNV S S AS ST,
ST ST,
J AT .
I IAT T
-7 T T T

e e

-1 -0.5 0 0.5 1 15

Lad P,(x) betegne det approksimerende polynomium af grad n for exp(x) med ud-
viklingspunktet xy = 0.

a) Opstil det approksimerende polynomium P;(x). Vis ved vurdering af den til
P3(x) herende restfunktion R3(x) at den fejl man hejst risikerer at bega, hvis man

benytter approksimationen e ~ P3(1), er mindre end 3= 0.1250 .

b) Geor rede for at der generelt geelder at den fejl man hgjst risikerer at begd, hvis man

benytter approksimationen e ~ P, (1), er mindre end Ik

lll Opgave 2 Graenser for approksimation

For funktionen In(x) kan man naturligvis ikke bruge udviklingspunktet xo = 0 ved
taylorapproksimation.

a) Hvorfor er udviklingspunktet xy = 1 det eneste rimelige for In(x)?

b) Bestem med helt elementeere metode det approksimerende polynomium af grad
4 for In(x) med udviklingspunktet xo = 1.

c) Opstil med Maples mtaylor det approksimerende polynomium P5(x) og Ps(x) af
grad henholdsvis 5 og 6 for f med udviklingspunkt xo = 1.
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Tegn f(x), Ps(x),P5(x) og Ps(x) i samme koordinatsystem. Sammenlign de ap-
proksimerede vzerdier for In(2) man far ved hjeelp af Py(x), P5(x) og Ps(x) med
den veerdi Maple giver. Hvor hgjt skal man op i grad fer forskellen mellem Maples
veardi og det approksimerende polynomiums veerdi bliver mindre end 5?

d) Prev pd samme made som i forrige sporgsmal at bestemme approksimerede veer-
dier for In(¥). Kommentér.

lll Opgave 3 Vurdering af restfunktion

Givet funktionen ,

flx)=x-e7, xeR.

a) Find det globale maksimumspunkt og den globale maksimumsveerdi for f i in-
tervallet [ —1;1]. Tilsvarende med det globale minimumspunkt og den globale

minimumsveerdi. Vink: f/(x) = (1 —2x2)e " .

Givet funktionen:

g(x) = /x e dt
0

b) Der onskes en vurdering af storrelsen af forskellen mellem g(x) og funktionens
approksimerende forstegradspolynomium Pj ,—o(x) med udviklingspunkt i
xp = 0. Opgaven gar altsa ud pa at bestemme den storste absolutvaerdi som rest-
funktionen |R; y,—o(x)| kan antage i intervallet [—1,1]. Vink: Du far brug for dif-
ferentialkvotienten ¢’(0) . Brug evt. Maple til at komme igang med den.

lll Opgave 4 Klassisk fysik som approksimation til relativitetsteori

Hvis man forstar kunsten at vurdere fejlen ved brug af restfunktionen, kan vi her udvikle
en interessant approksimation til relativitetsteorien.

a) Lad x € [0, 1]. Vis ved hjeelp af Taylors formel, at

1-x)"2=1+ % + 3(1 — &) ix?

for et ¢ mellem 0 og x.
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Ifolge Albert Einstein er en partikels kinetiske energi givet ved

1
Ein(v) =mg-* | — -1, 0<v<c
1= (2)°

hvor myg er partiklens hvilemasse, ¢ er lysets hastighed (3 - 105]%) og v er partiklens
hastighed. Den klassiske kinetiske energi er som bekendt

1
T(v) = Mo v?.

Den relative fejl ved at erstatte Ey;,, (v) med T(v) defineres som

_ Egin(v) — T(v)
F= Ein(v)

b) Vis ved hjeelp af det approksimerende polynomium ud fra xo = 0 af (1 — x) 1, at

3(2)°

Vink: Erstat x med (2)2. Da bliver
Eyin(v) = Smo - 0° + 2

hvor 0 < ¢ < (2)%.

Vink: Hvilke konsekvenser far det for den relative fejl F? Indseet i uligheden og
forkort! Nar du videre skal vurdere breken pa hojresiden af uligheden, sa husk de
grundleeggende regler: Somme tider forenkler man teelleren ved at gore den lidt
storre. Andre gange forenkler man neevneren ved at gore den lidt mindre. Begge
dele er tilladte fordi de gor breken storre. Fejlvurderingen bliver derved grovere,
men det er en pris man gerne betaler for at opnd enkle udtryk der kan arbejdes
videre med.

¢) Vis, via den nu beviste vurdering at F at forv < 3- 1041%m er F < 102
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