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Figur 1: System med en modstand, en spole, en kondensator og en generator.

I denne opgave skal vi studere den tidslige opførsel af det elektriske netværk illustreret i Figur 1.
Dette består af en generator, der kan levere en (evt. tidsafhængig) elektromotorisk krafte(t) og af
en modstand med modstandenR, en spole med induktansenL og en kondensator med kapacitetC
(disse konstanter er uafhængige af tiden). De fundamentale (lineære) relationer mellem strømme
(I ) og spændinger (V) for disse enheder af netværket er:

VR = RIR , VL = L
dIL
dt

, IC = C
dVC

dt
(1)

Opskrives ’balanceligningerne’ for strømme og spændingerne i netværket (jf. flow (el) netværk-
sopgaven fra uge 7) fås (med passende fortegnskonvention):

e= VR+VL , VC = VL , IR = IL + IC (2)

Heraf fås (overvej hvordan):

e= RIR+L
dIL
dt

= R[IL + IC]+L
dIL
dt

= R

[
IL +C

dVC

dt

]
+L

dIL
dt

= R

[
IL +C

d
dt

L
dIL
dt

]
+L

dIL
dt

= RCL
d2IL
dt2

+L
dIL
dt

+RIL

(3)

som er en anden-ordens ordinær differentialligning i spolestrømmenIL.

I det følgende antager vi at generatoren leverer en vekselspænding på formene0cos(ωt), hvor
ω > 0 er frekvensen.
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2 Anden ordens differentialligning

Differentialligningen vi skal betragte er af formen:

ẍ+2ξωnẋ+ω2
nx = f cos(ωt) , (4)

hvor ¨( ) betyder differentitation 2 gange mht. til tidsvariablent. Her erω > 0, ωn > 0 og ξ ≥ 0,
og f er en given størrelse.

S1. Vis, at netværks-ligningen (3) kan omskrives til formen som i (4), når systemet er påvirket
af en periodisk elekromotorisk kraft med størrelsene0cos(ωt). Angiv ωn og ξ i termer af
de fysiske størrelser det elektriske netværk.

S2. Betragt den til (4) svarende homogene differentialligning med nul på højresiden og med
ωn = 1.

1. Find for ξ = 0 , ξ = 0.2 , ξ = 1 og ξ = 2 den fuldstændige løsning til den homogene
ligning. Benyt Maple og kontrollér nogle af løsningerne i hånden.

Vælg begyndelsesbetingelsernex(0) = 0.1 og ẋ(0) = 0.0 , og find de dertil hørende
partikulære løsninger, og plot dem i Maple.

2. Find den generelle form for løsningen til den homogene differentialligning nårξ = 0,
og forklar den rolleωn spiller.

3. Find den generelle form for løsningen til den homogene differentialligning. Undersøg
hvilke betingelser parametreneξ skal opfylde, hvis systemet skal udføre harmoniske
(eventuelt dæmpede) svingninger. Og forklar opførslen, hvis svingninger ikke kan
forekomme.

S3. Vi betragter nu den inhomogene differentialligning (4), hvor vi sætterωn = 1 og f = 1,
ω = 1.

Vælg begyndelsesbetingelsernex(0) = 0.1 og ẋ(0) = 0.0, og find forξ = 0 , ξ = 0.2 , ξ = 1
og ξ = 2 de dertil hørende partikulære løsninger, og plot dem i Maple.

S4. 1. Vi får nu brug for at betragte et udtryk på formen

z=
1

s2 +2cs+k
,

hvorc ogk er givne størrelser (positive, reelle tal). Sæts= iω, og find modulusr(ω)
og argumentv(ω) for z(ω), hvorω er reel. Plotr(ω) og v(ω) som funktion afω (for
ω≥ 0) for forskellige valg afc≥ 0 ogk > 0.

2. Find en partikulær løsning til ligning (4) ved at bruge den komplekse gætte-metode
og udtryk denne på følgende form (Vink: Regn komplekst; brug fx, at et kompleks tal
z kan skrives somz= rv = r exp(iv), hvor r,v er henholdsvis modulus og argumentet
for z; og brug gerne Maple):

xp(t) = AMPcos(ωt +φ) , (5)

hvor AMP (amplituden) ogφ (faseforskydningen) afhænger aff ,ξ,ωn og ω. Hvad
betyderAMP og φ rent fysisk?
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3. Plot for f = 1 og for nogle valgte værdier afξ,ωn en såkaldt amplitudekarakteristik
og en såkaldt fasekarakteristik, dvs.AMP henholdvisφ som funktion af frekvensenω,
jf. spørgsmål 1.

4. Find den frekvensωmax for hvilken AMP(ωn) har et maksimum (udtrykkes generelt i
termer afξ,ωn). Sammenlign med udtrykket for frekvenserne af de frie svingninger
(både for udæmpede (dvs.ξ = 0) og for dæmpede svingninger).

5. Antag nu, atξ > 0. Vis, at der for en vilkårlig løsningx0(t) til den homogene differ-
entialligning gælder, at

x0(t)→ 0 for t → ∞ .

Vi også, at der for en vilkårlig løsningx1(t) til den inhomogene differentialligning
gælder, at ∣∣x1(t)−xp(t)

∣∣→ 0 for t → ∞ .

Sidstnævnte egenskab gør, at man kalderxp(t) for det stationære svar, og at man
for en tvungen svingning normalt primært interesserer sig for egenskaber vedxp(t).
Hvorfor?

6. Beregn for realistiske data (f = 1, L = 1
6 · 10−3H, L = 5 · 10−9F, R = 0,3 · 103Ω)

værdierne afωn, ξ og ωmax, og undersøg hvor hurtig en fri svingning ’dør ud’. Dette
kan fx angives som den tid, som det tager for at løsningen (udsvinget)x2 til den
homogene ligning medx2(0)= x0 og ẋ2(0)= 0.0er 1 promille af begyndelsesværdien
x0. Dette kan udtrykkes som den tidT for hvilken, der gælder:

|x2(t)| ≤ 0.001· |x0| for t ≥ T

3 Differentialligningssystem

S5. Benyt ligningerne (1) og (2) til at opskrive et differentialligningssystem af første orden for
de variableIL og VL. Find det karakteristiske polynomium og egenværdierne for system-
matricen. Sammenlign med resultaterne ovenfor.

Benyt ligningen (4) medf = 0 til at opskrive et differentialligningssystem af første orden
for de variablex og ẋ. Find det karakteristiske polynomium og egenværdierne for system-
matricen. Sammenlign med resultaterne ovenfor.
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