Et elektrisk netveerk med modstand, spole og kondensater
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Figur 1: System med en modstand, en spole, en kondensator og en generator.

| denne opgave skal vi studere den tidslige opfarsel af det elektriske netveerk illustreret i Figur 1.
Dette bestar af en generator, der kan levere en (evt. tidsafhaengig) elektromotorisk kiaftaf

en modstand med modstandgren spole med induktansérog en kondensator med kapacitet

(disse konstanter er uafhaengige af tiden). De fundamentale (linegere) relationer mellem stramme
(I og speendingeM) for disse enheder af netveerket er:

ﬂ Ic = C% (1)
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Opskrives 'balanceligningerne’ for stramme og spaendingerne i netveerket (jf. flow (el) netvaerk-
sopgaven fra uge 7) fas (med passende fortegnskonvention):

e=Vr+W, Ve=W, lr=IL+Ic (2)

Heraf fas (overvej hvordan):
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som er en anden-ordens ordinaer differentialligning i spolestrgmmen

| det falgende antager vi at generatoren leverer en vekselspaending pa fwosmut), hvor
w > 0 er frekvensen.
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2 Anden ordens differentialligning

Differentialligningen vi skal betragte er af formen:

%+ 28 wnX+ wix = f cogwt) | (4)

hvor () betyder differentitation 2 gange mht. til tidsvariabtetder erw > 0, w, > 00g§ > O,
og f er en given starrelse.

S1. Vis, at netvaerks-ligningen (3) kan omskrives til formen som i (4), nar systemet er pavirket
af en periodisk elekromotorisk kraft med stgrrelggoog wt). Angiv wy, og € i termer af
de fysiske starrelser det elektriske netvaerk.

S2. Betragt den til (4) svarende homogene differentialligning med nul p& hgjresiden og med
wy =1
1. Findfor§ =0,¢=0.2,¢ =10g¢ = 2 den fuldsteendige lgsning til den homogene
ligning. Benyt Maple og kontrollér nogle af lgsningerne i handen.

Veelg begyndelsesbetingelsex(®) = 0.1 og x(0) = 0.0, og find de dertil hgrende
partikuleere Igsninger, og plot dem i Maple.

2. Find den generelle form for Igsningen til den homogene differentialligning rao,
og forklar den rollew, spiller.

3. Find den generelle form for lgsningen til den homogene differentialligning. Undersgg
hvilke betingelser parametregeskal opfylde, hvis systemet skal udfgre harmoniske
(eventuelt deempede) svingninger. Og forklar opfarslen, hvis svingninger ikke kan
forekomme.

S3. Vi betragter nu den inhomogene differentialligning (4), hvor vi saatiee= 1 og f = 1,
w=1.

Veelg begyndelsesbetingelser{8) = 0.1 ogx(0) = 0.0, og find for§ =0, =0.2,§ =1
0g ¢ = 2 de dertil hgrende partikuleere lgsninger, og plot dem i Maple.

S4. 1. Vifar nu brug for at betragte et udtryk pa formen

1
2= 1 2cstk’
hvor c ogk er givne starrelser (positive, reelle tal). Sgetiw, og find modulus (w)

og argument(w) for z(w), hvorw er reel. Plotr (w) og v(w) som funktion afw (for
w > 0) for forskellige valg afc > 0 ogk > 0.

2. Find en partikulaer Igsning til ligning (4) ved at bruge den komplekse geette-metode
og udtryk denne pa falgende form (Vink: Regn komplekst; brug fx, at et kompleks tal
zkan skrives sonz =r, = rexp(iv), hvorr,v er henholdsvis modulus og argumentet
for z, og brug gerne Maple):

Xp(t) = Avpcogwt + @) , (5)

hvor Ayp (amplituden) ogy (faseforskydningen) afhaenger &f¢, w, og w. Hvad
betyderAyp og @rent fysisk?



3. Plot for f = 1 og for nogle valgte veerdier &f w, en sakaldt amplitudekarakteristik
og en sakaldt fasekarakteristik, d¥g,p henholdvisp som funktion af frekvensem,
jf. spargsmal 1.

4. Find den frekvenedmax for hvilken Ayp(w,) har et maksimum (udtrykkes generelt i
termer af¢, w,). Sammenlign med udtrykket for frekvenserne af de frie svingninger
(bade for udeempede (dvs= 0) og for deempede svingninger).

5. Antag nu, a€ > 0. Vis, at der for en vilkarlig lasningo(t) til den homogene differ-
entialligning geelder, at
Xo(t) — 0 fort — oo

Vi ogsa, at der for en vilkarlig lasning, (t) til den inhomogene differentialligning
geelder, at
|X1(t) = xp(t)| — O fort — oo

Sidstnaevnte egenskab gar, at man kalggt) for det stationsere svar, og at man
for en tvungen svingning normalt primeert interesserer sig for egenskabep (t¢d
Hvorfor?

6. Beregn for realistiske dataf (= 1, L = 3 -10%H, L = 5- 10 °F, R= 0,3 10°Q)
veerdierne ato,, & 0g wmax, 09 undersgg hvor hurtig en fri svingning 'dgr ud’. Dette
kan fx angives som den tid, som det tager for at lgsningen (udsvirgeil) den
homogene ligning mexb(0) = Xp 0gx2(0) = 0.0 er 1 promille af begyndelsesvaerdien
Xo. Dette kan udtrykkes som den fidfor hvilken, der geelder:

IX2(t)| < 0.001-|%9| for t>T

3 Differentialligningssystem

S5. Benyt ligningerne (1) og (2) til at opskrive et differentialligningssystem af farste orden for
de variablel, ogV,. Find det karakteristiske polynomium og egenveerdierne for system-
matricen. Sammenlign med resultaterne ovenfor.

Benyt ligningen (4) med = O'til at opskrive et differentialligningssystem af farste orden
for de variablex og x. Find det karakteristiske polynomium og egenveaerdierne for system-
matricen. Sammenlign med resultaterne ovenfor.





