TEMAGVELSE 4 1

I Temaovelse 4

Koblede vaeskebeholdere

I alle ingeniorvidenskaber findes der real life problems som modelleres vha. systemer af
differentialligninger. Helt oplagte eksempler er elektriske netveerk eller svingninger i
bygningskonstruktioner. I alle tilfeelde er den matematiske udfordring den samme: Forst drejer
det drejer sig om at kunne modellere det givne problem, teenke ud af boksen si at sige, 0g
derefter at bruge de matematiske losningsmetoder der er til ridighed. I denne temagvelse har vi
valgt at beskrive udviklingen af saltkoncentrationer i systemer af koblede vaeskebeholdere, 0g vi
indskraenker os til systemer af lineaere forsteordens differentialligning med konstante
koefficienter. Som en introduktion til modelleringsarbejdet analyserer vi forst en enkelt (ikke
koblet) vaeskebeholder.

Pa figuren ser vi en beholder A med volumen 100, som er fuld af vand tilsat salt. Til tiden
t = 0 dbnes der for en indstromning i beholderen af saltholdigt vand (samme slags salt)
med konstant koncentration k . Indstremninghastigheden (som fx males i Liter /Sek) be-
tegnes v .. Der sker en tilsvarende udstromning fra beholderen med stromningshastighed
v.

Saltkoncentrationen i beholderen betegnes x(t), den er ens overalt i beholderen pa
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grund af omrering. Vi ensker et funktionsudtryk for x(t) saledes at vi til ehvert tids-
punkt kender saltkoncentrationen. Men det kan vi ikke treekke ud af de givne informa-
tioner. Vi er nedt til at gd indirekte frem. Det viser sig muligt at taenke sig frem til et
udtryk for den hastighed x’(t) hvormed saltkoncentrationen i beholderen aendres. Det
er problemets matematiske model, og nér vi har opstillet den, kan vi ga videre og hdbe
pa at vi kan finde losninger, dvs. vil sige finde x(t). I den folgende indledende opgave
skal modellen opstilles helt fra bunden.

Il Opgave 1 @velse med opstillling af matematisk model og lgsning

Lad 4t betegne et lille tidsinterval, og besvar folgende sporgsmal:
a) Hvor meget vand stremmer der ind/ud af beholderen i lobet af dt?
b) Hvor meget salt stremmer der ind i beholderen i lobet af 6t ?

c) Hvor meget salt stremmer der ud af beholderen i lobet af 4t, idet vi antager at
udlebsvandets koncentration er x(t) ?

d) Hvor stor er eendringen dx i beholderens saltkoncentration i lebet af ¢ (beholde-
rens volumen er som ovenfor naevnt sat til 100)?

e) Find pd basis af spergsmaél a) til d) et udtryk for x/(t), det er en forsteordens linezer
differentialligning. Find den fuldsteendige losning til differentialligningen, idet vi
seetter k = 21—0 og v =10.

f) Den losning til differentialligningen som opfylder begyndelsesverdibetingelsen,
at saltkoncentrationen til tiden t = 0 er f;, er her plottet vha. Maple med farven
rod:

0.107
0.08

0.067

0.04+

0.021

Find funtionsudtrykket for den betingede lasning, og beskriv med ord hvordan
saltkoncentrationen udvikler sig!
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Vi betragter nu et system af to beholdere A og B, se figuren.

A B

A har volumen R; og B volumen Rj, og de er fyldt af samme saltoplesning, men med
forskellig koncentration. Til tiden ¢ = 0 forbindes de med et rer, sdledes at der strommer
vaeske fra A til B med stromningshastigheden v. Der er endvidere en indstreming udfra
til A med rent vand samt et aflob fra B i begge tilfeelde med stromningshastigheden v.
Vi gnsker at finde ud af hvordan saltudviklingen i hver af beholderne udvikler sig, dvs.
finde et udtryk for saltkoncentrationen x(t) i A og saltkoncentrationen y(t) i B.

lll Opgave 2 Matematisk model og l@sning for to beholdere

a) Hvor stor er eendringen dx i A’s saltkoncentration i lebet af tiden t ? Og hvor stor
er eendringen Jy i B’s saltkoncentration i lebet af tiden 4t ?

b) Opstil nu den matematiske model ved pa basis af spergsmal a) at finde udtryk for
x'(t) og y'(t) . Vink: Modellen er et system af koblede forste ordens linezere diffe-
rentialligninger med konstante koefficenter med systemmatricen som trekantma-
trix.

Vi seetter nu Ry = 100, R, = 120 0gv = 5.

c) Opstil ligningssystemet pa matrixform, og find egenveerdier og tilherende egen-
rum for systemmatricen. Bestem den fuldsteendige losning for systemet pa ma-
trixform.

d) Ilustrér i samme plot de losninger x () og y(t) til systemet der opfylder begyn-

o x(0)] [25
delsesveerdibetingelsen {y (0)} = {1 0} .

I forhold til det forrige scenarie tilfajes der nu et vist tilbagelob fra B til A, og der er ogsa
tilforsel af rent vand udefra til beholder B. Se forholdet mellem stromningshastighederne
pa figuren.
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lll Opgave 3 Homogent og inhomogent system

a) Hvor stor er eendringen dx i A’s saltkoncentration i lebet af tiden 6¢ ? Og hvor stor
er eendringen Jy i B’s saltkoncentration i lebet af tiden 6t ?

b) Opstil den matematiske model ved pa basis af spergsmal a) at finde udtryk for
x'(t) og y'(t) . Vink: Modellen er et homogent system af to koblede forste ordens
linezere differentialligninger med konstante koefficenter.

Vi seetter nu Ry = R = 100 og v = 10.

c) Find (gerne med Maple’s dsolve), og illustrér i samme plot de losninger x(t) og

y(t) til systemet der opfylder begyndelsesverdibetingelsen {;ESH = {(5)} . Ud-

tryk i ord hvad der sker med saltoplesningerne i A og B.

Vi antager nu yderligere at den udefra tilforte veeske til A og B ikke er rent vand, men
en saltoplesning. For A med koncentration 1 og for B koncentrationen 4. Herved opnds
et inhomogent system.

d) Find en partikuleer lesning til systemet, ved at geette pd en losning af formen

_ %@ ] _|a
x(t) = {yo(t)} = [b} hvor a,b € R.
Bestem herefter den fuldsteendige losning til det inhomogene system vha. struk-
turseetningen.

e) Find, og illustrér i samme plot de lesninger x(t) og y(t) til systemet der opfyl-

der begyndelsesveerdibetingelsen [;Eg; } = {g} . Udtryk i ord hvad der sker med

saltoplesningerne i A og B.
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