TEMAGQVELSE 3 1

|l Temagvelse 3

Lineaer transformation af trekanter

Deformationer findes allevegne. Veesker, krystaller, bjeelker, billeder, bogstaver, skaller, elastikker
- alt kan deformeres. Kontinuum-fysik, Differentialgeometri, Fluid dynamik, Styrkeleere,
Krystallografi, Treeteknologi, Ingeniorgeologi, Betonkonstruktioner, Beregninger pid geometriske
data, Billed-analyse, Transportprocesser, er blot nogle af mange eksempler pd spaendende kurser
pd DTU, hvor du kan leere at analysere, forstd, og anvende deformationer i de respektive
sammenhaenge.

Denne tema-opgave handler om de simplest mulige deformationer af simple geometriske
objekter, nemlig dem der beskrives ved linezere transformationer (afbildninger). Specifikt vil vi
undersoge om - 0g i givet fald hvordan - en given trekant kan afbildes over i en anden given
trekant ved brug af en linezer afbildning. Men hvad skal vi i det hele taget forstd ved en lineeer
afbildning af en plan punktmaengde pd en anden plan punktmaengde?

Vi indferer folgende regler og konventioner:
e Vi betragter et standardkoordinatsystem (0,1,j) i planen.

e Koordinaterne for et vilkarligt punkt P i planen defineres som koordinaterne (x,y)
for P’s stedvektor OP mht. basis (i)

e Vi betragter nu en linezer afbildning f af meengden af vektorer i planen ind i
mengden af vektorer i planen. Ved billedet f(P) af punktet P vil vi forstd en-

depunktet af vektoren f ((ﬁ') afsat ud fra Origo.
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En punktmengde i planen, det kan fx veaere en kurve eller figur, bliver herved fort over i
en anden punktmeengde i planen ved at vi lader afbildningen "virke’ pa alle punkterne
i figuren efter afbildningskonventionen ovenfor.

lll Opgave 1 Tranformation af linjer

Vi betragter linjestykket fra punktet A = (1,1) til B = (4, —2) og den lineeere afbildning

f som mht. standardbasis er givet ved afbildningsmatricen F = [é i] .

a) Find f(A) og f(B) . Vis at ethvert punkt P pa linjestykket fra A til B bliver afbildet
pa linjestykket fra f(A) til f(B), og at det deler linjestykket fra A til B i samme
forhold som f(P) deler linjestykket fra f(A) til f(B).

b) Vis at der generelt geelder at en linecer afbildning afbilder et ret linjestykke pa et ret
linjestykke, og at billedet af et punkt P deler billed-linjestykket i samme forhold
som P deler det givne linjestykke.

lll Opgave 2 Lineaere transformationer i planen

Vi vedtager nu: En lineeer afbildning kaldes reguleer hvis den tilherende afbildningsma-
trix er reguleer. For en ordens skyld vil vi ligeledes preecisere, at en trekant i det felgende
betegner en 'rigtig’ trekant, dvs. en trekant der ikke er udartet, altsd en som har tre sider,
hvor hvert par af sider har netop ét punkt feelles (et af hjornepunkterne).

a) Vibetragter en vilkarlig trekant T7 og en lineeer afbildning. Ger rede for:

1. atsidernei T; afbildes pa siderne i en ny trekant 7.
2. atetindre punkti T; afbildes pd et indre punkti T, .
3. atetindre punkti T, er billedet af et indre punkti T; .

Vink: Opgave 1, sporgsmal b.

b) En trekant T; har hjernerne (0,0), (3,2) og (1,4), mens en anden trekant T, har
hjernerne (0,0), (7, —1) og (9, —7) . Find afbildningsmatricen med hensyn til stan-
dardbasen for en linezer afbildning f som opfylder f(T;) = T>.

Temaovelsesopgaven fortsaetter —



TEMAGQVELSE 3 3

c) Argumentér for at der generelt findes en lineeer afbildning som afbilder en given
trekant med det ene hjorne i Origo i en anden given trekant som ogsa har et hjorne
i Origo.

lll Opgave 3 lllustration af itererede linezere transformationer

For et reelt tal 2 € [0, 1] er en lineeer afbildning givet ved afbildningsmatricen

1 -1
ng:tZ'|:1 1:|.

Vi betragter trekanten T med hjernene (1,1), (4,1), (3,4).

a) Opskriv en 2 x 3 matrix Tp hvis sejler er hjernerne i T i den angivne reekkefolge.
Forklar hvordan matricen T =,F, - Ty beskriver billedet af T ved den angivne
afbildning. Seet 1 = 2 og lav en illustration af Tp og T; i samme Mapleplot med
brug af polygonplots fra plots-pakken.

Vink til plot: skriv fx
plO]:=polygonplot(T[0],color=[veelg selv]):
pl1]:=polygonplot(T[1],color=[velg selv]):
display(p[0],p[1],scaling=constrained);

b) Seetigena = 2 og skriv en do-lekke som laver 20 itererede afbildninger (med
fortsat brug af ,F, ). [llustrér de 21 trekanter i samme plot.
Vink: Du starter nok med for i from 1 to 20 do. Ved plottet vaelger du madske at
bruge seq i dit display.

c) Eksperimentér med forskellige veerdier af a. Hvilke verdier af a giver en reekke
af trekanter med stadigt storre areal? Hvilke stadigt mindre?

d) Der onskes nu lagt en begraensning ind i do-lekken fra sporgsmal b). Veelg gerne
igen veerdien a = g . Vi seetter antal gennemleb op fra 20 til 100, men lokken skal
stoppe hvis arealet af den sidst itererede trekant er mindre end % eller storre end
250 . Prov ogsa med print(...) at fa oplyst hvilket nummer i reekken den sidst itere-
rede trekant har. [llustrér de itererede trekanter i samme plot.

Vink: Brug for eksempel if ... then break: to gange. Eller indfer or sa der kun
behoves én if... sekvens.
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