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|l Temagvelse 1

Graenseveerdi af brgker og
starrelsesorden

Temaovelsen bestdr af en raekke eksempler pd bestemmelse af graensevaerdier ved hjeelp af
anvendelse af taylor-approksimation eller L'Hospitals regel. Vi praesenterer her nogle opgaver
som kan bruges til forberedelse. Pd Lille Dag i semesteruge 4 arbejdes der videre i Maple TA
med opgaverne, 0g der kan 0gsd veere nye opgaver inden for det samme omrdde.

Il Opgave 1 Bestemmelse af tallet e

Tallet e er et af de allervigtigste i den matematiske analyse. Det er et trancendentalt tal,
sa det er ikke enkelt at afgore hvor stort det er. Men hvor stort er det, hvordan kan vi
sammenligne det med andre tal? Vi ma udvikle det som decimaltal! Det gor vi i denne
opave ved hjeelp af Taylor-approksimation.

Intro: Tallet e er grundtallet for den naturlige eksponentialfunktion exp. Exp indferes
ofte som dén eksponentielt voksende funktion hvis heeldningskoefficienti 0 er 1. Det

er (relativt) nemt at vise, at en vilkarlig eksponentialfunktion f(x) =a*, a > 0 harden
afledede f'(x) = f/(0) - a*. Det folger heraf at

exp’(x) = exp’(0) -exp(x) = 1-exp(x) = exp(x) .

Kort sagt: Heeldningskofficienten er altid den samme som funktionsveerdien. Nar gra-
fen for y = exp(x) kommer op i hgjden y = 2, skal dens tangent have heeldningen 2,
osv. Det kan man bruge til at skitsere en graf for exp ud fra dens mulige tangenter, som
det er vist pa figuren nedenfor.

Videre: Tallet e er funktionsveerdien for exp(x) i x = 1, da exp(1) = e! = e. Ud fra
tiguren tilllader vi os at konkludere at

e < 3.
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Dette resultat ma benyttes i det folgende hvor vi skal bestemme e neermere.
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Lad P,(x) betegne det approksimerende polynomium af grad n for exp(x) med ud-
viklingspunktet xp = 0.

a) Opstil det approksimerende polynomium P;(x). Vis ved vurdering af den til
P3(x) herende restfunktion R3(x) at den fejl man hejst risikerer at bega, hvis man

1
benytter approksimationen e ~ P3(1), er mindre end 3= 0.1250 .

b) Geor rede for at der generelt geelder at den fejl man hgjst risikerer at begd, hvis man

3
(n+1)

benytter approksimationen e ~ P, (1), er mindre end

lll Opgave 2 Graenseveerdi af bregker vha. Taylors Graenseformel

f(x)

Vi skal i denne opgave undersoge funktioner af typen 2(x)’ x € R, hvor savel telleren

f(x) som neevneren g(x) er glatte funktioner som gar i mod 0 nar x gar imod 0.

a) Find de folgende greenseveerdier ved at bruge Taylors Graenseformel pa savel teel-
ler som naevner:
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1. 1 cos.(x) og lim cos(x) — 1 :

x—0 sin(x x—0e* —x—1

. _ 2 o 1

> lim sm(xg X og lim 2x —|—cos4(2x) .

x—0 X x—0 X

3\ _

3 Lim sin(x +5x ) —x

x—0 X

lll Opgave 3 Graensevaerdi af broker vha. LHospitals regel

En alternativ metode til at finde graenseveerdierne i opgave 2 er at benytte folgende saet-
ning (uden bevis):

lll Seetning 1.1  LHospitals regel

Antag at funktionerne f(x) og g(x) er differentiable og gar mod 0 nér x gér mod
0.S5a geelder

f(x)

/
1) HVisjgc( ) — ¢ ndr x — 0 sa geelder ogsa ) — cndr x — 0

— +oo nar x — 0, sa geelder ogsa f(x) — foo ndr x — 0.

g(x)

Aprev L'Hospitals regel pa nogle af sporgsmaélene i opgave 2.
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lll Opgave 4 Om reelle funktioners stgrrelsesorden

I denne opgave ser vi pd reelle funktioner som vokser ud over alle graenser. Kan vi si-
ge noget om deres relative vaekst? Mere preecist drejer det sig om at undersege hvordan
funktionsbreker, hvor sdvel teeller som neevner gar mod uendelig, opforer sig. Vi starter
med folgende definition:

Il Definition 1.2  Relativ veekst

Lad ¢ veere et positivt reelt tal, og antag at funktionerne f(x) og g(x) gar imod
uendelig ndr x gor det. Vi indferer folgende talemdder:

f(x)
g(x)
f(x)
g(x)

e Hvis

— ¢ ndr x — oo er f(x) og g(x) af samme storrelsesorden.

e Hvis — 00 nar x — oo er f(x) er af hojere storrelsesorden end g(x) .

Det forste punkt i Definition 1.1 er sekvivalent med:

Hvis 8(x) — 0 nér x — oo er f(x) af hojere storrelsesorden end g(x).

f(x)

Det folgende sporgsmal kan afgeres ved simple brok-manipulationer:

a) Undersog den relative veaekst af de folgende par af funktioner

1. e* og e”.
2. 2% og e*.
3. 3x% og X2 +1.

Vi angiver nu (uden bevis) folgende variant af L'Hospitals regel.
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Il Seetning 1.3  Variant af LHospitals regel

Antag at funktionerne f(x) og g(x) er differentiable og gar mod uendelig nar x
gar mod uendelig. Antag endvidere at ¢'(x) # 0 ndr x er tilstreekkelig stor. Sa
geelder

. f1(x) . . . f(%) .
1) Hvis — ¢ ndr x — oo sa geelder ogsa —— — ¢ ndr x — o0
g(x) . 854 o (%)
/
1) Hvis f/(x) — 00 ndr x — co sd geelder ogsd f(x) — 00 Nar x — 00.
8'(x) 8(x)

Brug den viste variant af L’'Hospitals regel til at afgore det folgende sporgsmal:
b) Undersog den relative veekst for de folgende par af funktioner

e’ og x.
In(5x) og In(x).
In(x) og x* hvor a > 0.

S .

4. a* og x? hvor a > 1.

Der geelder folgende generelle seetning om kendte funktioners storrelsesorden:

Il Seetning 1.4 Kendte funtioners storrelsesorden

Lad a veere et vilkarligt reelt tal storre end 1, og lad b og k vilkarlige relle tal storre
end 0. Forudsaet endvidere x > 0. Sa geelder:

e Eksponentialfunktionen a* er af hgjere storrelsesorden end

potensfunktionen x?.

b

e Potensfunktionen x” er af hojere storrelsesorden end funktionen (ln(x))k .

c) Bevis Seetning 1.4. Vink:

Sidste pastand: Brug omskrivningen b

(In(x))" <1n<

k
jc )> og benyt et tidligere
Xk
resultat.
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Forste pastand: Seet y =a* & x = EEZ) , og bemeerk at y — oo ndr x — co.
In(y) )" b
b 1
Brug herefter omskrivningen x_x = <1n(u)> = ! - (In()) og benyt til
a (In(a))

sidst et tidligere resultat.
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