
Optimering af fiskeudbytte, simpel populationsmodel
Matematisk beskrivelse af populationer af planter, dyr eller mennesker foretages ved
hjælp af strukturerede populationmodeller. Modeller er formuleret som matrixlignin-
ger, almindeligvis henvist til som“livstabeller” eller “Leslie-matricer”. M˚alet med den-
ne øvelse er at konstruere en model af en strukturet population og løse den. Vi vil
bruge modellen til at beregne stukturen af populationen og undersøge hvordan høst
(skovhugst/fangst) har indflydelse på populationen.

En “struktureret” beskrivelse af en population er opdelt i livsstadier. I human de-
mografi er livsstadierne typisk aldersgrupper, hvor hver gruppe omfatter et interval
af aldre, så som 0-5 år, 5-10 år osv. Her vil vi strukturere population i to kategorier,
unge og voksne. Modellen består af ligninger, der relaterer hvert livsstadie til nabo-
livsstadierne ved at hold rede på antallet af individer som indtræder i hvert livsstadie i
et givet tidsinterval, antallet der forlader livsstadiet og antallet, der dør i det givne tids-
interval. At bestemme disse rater for en naturlig population er komplekst og er centrale
elementer i populationsbiologi. Her antager vi at disse rater er givne og koncentrerer
os om at udlede populationens struktur.

En simpel struktureret population
Den simpleste strukturerede model består af to livsstadier: Unge (juveniles) og voksne
(adults):
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Hyppigheden (antal af individer) i de to stadier er nj og na. For de unge vil tre
processer påvirke hyppigheden:

1. Antallet af nyfødte unge per tid er F0.

2. Raten hvormed de unge bliver voksne er fja, så antallet af unge der modnes er
−fjanj . Bemærk fortegnet som indikerer et tab af unge.

3. Dødsraten for unge er mj , så antallet af unge der dør per tid er −mjnj .

For en population i ligevægt skal disse tre processer balancere hverandre:

0 = F0 − fjanj −mjnj ⇔ nj =
F0

fja +mj
.

Løsningen viser os hvordan hyppigheden af unge stiger proportionalt med antallet af
nyfødte og aftager med dødeligheden og den rate, hvormed de unge modnes.
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Opgave 1: Vi kan skrive ændringen i den voksne population på samme måde, som
den unge population:

1. Unge der modnes: +fjanj . Bemærk at dette er det samme led som unge, der
forlader det unge livsstadie blot med modsat fortegn.

2. Voksne der dør: −mana.

Skriv en ligevægtsligning for voksne og løs den for den voksne population. Husk at
indsætte resultatet for den unge population.

Opgave 2: Hvordan afhænger den voksne population af forholdet mellem dødeligheden
af unge og modningsraten, fja/mj?

Opgave 3: Balanceligningen for hvert livsstadie kan skrives på matrixform således:

s = Tn

hvor T er transitionsmatricen, n er vektoren af livsstadier, og s er kildevektoren. For
eksemplet med den simple model, bliver matrixligningen:[

−F0

0

]
=

[
−fja −mj 0

fja −ma

] [
nj

na

]
.

Løs denne matrixligning for n og check mod løsningen til Opgave 1.

En generel struktureret model
I eksemplet ovenfor, hvor vi kun betragtede to livsstadier, var det let at løse lignings-
systemet direkte. Nu betragter en population med mange livsstadier, så som træer eller
fisk, som starter livet som små frø eller larver og vokser adskillige størrelsesordener
gennem livet. Balanceligningen for hvert stadie i består af et led der repræsenterer min-
dre individer, der vokser ind i det pågældende livsstadie, større individer, der vokser ud
af stadiet, og af individer, der dør:

0 = fi−1.ini−1 − fi.i+1ni −mini.

Opgave 4: Tegn en skitse af den generelle fisk/træ model med 5 stadier – svarende
til skitsen af den simple model – og skriv modellens matrix form. Husk, at første og
sidste stadie er forskelligt fra de tre midterste stadier.

Opgave 5: Indtast matricen i Maple. Find populationstrukturen n for konstant væk-
strate fi−1.i = f0 og konstant dødelighed mi = m0.
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virtually an in-house production to the ICES Journal of
Marine Science (IJMS) published for ICES by Academic
Press.
These changes were brought about against the back-

ground of a vast range of other appointments, regular
academic lectures at the University of Wales, College of
CardiV, and the steering of the merger of two Depart-
ments at that University. As his Assistant Editor I had
really no idea of the scale of these other interests. When
we talked on the telephone each Thursday night, (‘‘J du
C night’’), the impression that came across was that the
Journal was the very centre of his working life. He knew
the details of the papers he was processing to the ‘‘nth’’
degree, expounded on the ideas being put forward,
though he will have realized that many of the papers for
which he took responsibility were a foreign language to
me, and, because it was his way, copied to me all his
letters to the authors so that I was kept in the picture. I
soon realized that there were some absolute gems in the
letters he sent, courteously rejecting papers. From the
first year of our working together I stripped out these
sentences as they appeared and, by the time he retired
from the post, in 1991, I had on my oYce notice-board
a collection that made up the substance of my aVection-
ate tribute to him published as ‘‘Working with RJHB’’
(Ramster, 1991). The two examples that I like best of the
11 quoted are:

‘‘I never like rejecting a paper, but I fear that you
have, unfortunately, been pursuing an unrewarding
line of enquiry. I would advocate putting that behind
you and applying your considerable mathematical
talents to a more productive approach. Best wishes.’’

‘‘It is even the case that only a proportion of the
Journal readership will be much exercised about the
separation of these two particular stocks, vitally
important though this is for assessment purposes.’’

I know that Ray was very proud to be asked to take up
the mantle of Editor and to continue the line of
E. S. Russell, J. R. Lumby, Au . F ridriksson, and F. R.
Harden Jones, the other Editors in its 65 year history to
1991. I wonder though if he had foreseen just how
fulfilling he would find it to attend each year’s Statutory
Meeting and pro-actively ‘‘scout’’ for potentially fully
developed papers amongst the mass of material that
was, and still is, produced. His first telephone calls after
each Statutory Meeting were always full of news of texts
that might come to us and of how he had been able to
talk to the authors in some depth and point them in
what he saw as the right direction. The steady growth of
the number of texts submitted year-on-year stemmed in
large part from this nurturing process. He took a good
deal of delight when an author met his and referees’
standards after developing a Journal paper from a

Michael Graham’s note on the back of the original of this photograph is ‘‘R. J. H. Beverton and S. J. Holt at work on the magnum
opus (et al.), 1949’’.
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Figur 1: Biologen Ray Beverton (bagerst) og matematikeren Sidney Holt (forrest) de-
signede teorien om strukturerede populationer som bruges i fiskeridrift. Sidney bruger
et Brunsviga regneapparat med håndsving for at løse matrixligningerne numerisk. Tin-
gesten i baggrunden er en model i pap af fiskeriudbyttet som funktion af alderen ved
hvilken fiskeriet starter og dødeligheden forårsaget af fiskeriet. Foto af Michael Gra-
ham, 1949.

Hvordan optimerer vi fiskeriudbytte?
Et centralt problem i fiskeri og skovbrug er at optimere driften, så den største mængde
af protein eller træ per tid bliver produceret. Ydermere skal produktionen være bære-
dygtig i den forstand at produktionen kan opretholdes i fremtiden. Dette er sammenfat-
tet i begrebet “Maximum Sustainable Yield”, MSY. Der er to apsekter i dette problem:
Hvor intensivt skal vi høste populationen (hvilken mortalitet), og hvilke livsstadier skal
vi høste.

Opgave 6: Skovbrug og fiskeri satser sædvanligvis på de største og mest værdiful-
de individer. Høst (træhugst/fangst) kan repræsenteres af en additionel dødelighed,
i.e., mi = m0 + mh.i. Hvad er virkningen af at høste de to største stadier i popu-
lationsstrukturen? Plot populationsstrukturen af den høstede population sammen med
den ikke-høstede population (sæt F0 = 1 og vælg en værdi af mh.i).
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Figur 2: Vægten (weight) i kg af Nordsø sild som funktion af alder (age) i år (years)
(grå punkter). Linien er et fit til en von Bertalanffy vækstmodel med parametrene:
asymptotisk vægt W∞ = 0.23 kg, vækstkoefficient K = 0.58 år−1, og alders-offset
i0 = 0.63. Sorte punkter viser de fem aldersklasser brugt i denne model.

Opgave 7: Høstudbyttet (biomasse per tid) er beregnet som høstdødelighed ganget
med biomassen og opsummeret over alle høstede livsstadier:

Y =
∑
i

mh.iniwi,

hvor wi er individernes vægt i det i’te livsstadium. Fisks vægt er modelleret ved hjælp
af en von Bertalanffy vækstmodel:

w(i) = W∞[1− exp(−K(i+ i0)]
3. (1)

Parametre for Northsø sild er vist i figur 2. Hvad er udbyttet, når de to sidste stadier
bliver høstet med samme rate? Hvordan afhænger raten af høstdødeligheden? – Plot Y
som funktion af mh.

Opgave 8: Hvordan opnår vi det højeste udbytte: Ved at høste unge (tidlige stadier)
eller voksne(sene stadier)?
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