Temagovelse: Nedbejning af bjeelker

Denne temaopgave omhandler bejning af bjeelker. Bjaelkemodellen optraeder i mange
ingeniorrelaterede sammenheenge, lige fra biobjeelker i de biotekniske fag til beerende
konstruktioner i produktions og byggetekniske fag.

0. Introduktion

I denne opgave undersoges hvilken betydning udformningen af bjeelkens tveersnit har
for nedbgjningen af en simpelt understottet belastet bjeelke. Figur 0 viser en skitse af
situationen.

Hyvis vi ensker at krydse en bred &, kan vi laegge en traeplanke over den og bruge den
som bro. Hvis vi stiller os midt pa planken bgjer den ned pa midten. Hvis bjeelken har
et rektanguleert tveersnit, har alle nok en fornemmelse af at planken bgjer mere end hvis
vi leegger den pa den flade side. Men hvad er egentlig afgerende for hvor meget den
bejer ned? Det viser sig at det er tveersnittets inertimoment der bliver afgerende. Det er
undersogelsen af dette temaovelsen handler om.

Figur 0: Nedbgjet bjeelke



OPGAVER 2

For en simpelt understottet linezer elastisk bjeelke som pa midten er belastet af en kraft
F, geelder at den masimale nedbgjning J pd midten kan findes af formlen:
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hvor L er leengden af bjeelken, og produktet E - I kaldes bgjningsstivheden. Fra udtryk-
ket for ¢ kan vi se at storre bgjningsstivhed giver mindre nedbgjning.

Konstanten Eg kaldes elasticitetsmodulet og er en materialekonstant der siger noget om
hvor meget modstand mod deformation der er i materialet.

Den anden faktor i bojningsstivheden I er tveersnittets inertimoment som atheenger af
tveaersnittets udformning.

Nar vi antager at treeplanken er 4 meter lang, 30 cm bred og 5 cm hgj, at den ligger pa
den flade led, og at den er belastet af en person pa 100 kg, har vi disse typiske veerdier
for treeplanken: Eg = 10000 10°Pa , I = 3, 125 10°mm* . Dette giver en nedbejning pas =
Smm.

Hyvis planken placeres pa den hgje led, eendres tveersnittets inertimoment til veerdien I
= 112, 5 10°mm*. Dette giver en nedbejning pa é = 0, lmim.

For at udregne inertimomentet far vi brug for at finde det vaegtede tveersnits-
massemidtpunkt.
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1. Det veegtede tveersnitsareal

Vi betragter en bjeelke med rektanguleert tveersnit. Pa figur 1 er tveersnittet B lagt ind i
et (x,y)-koordinatsystem.

o

Figur 1: Rektanguleert tveersnit

Det vaegtede tveersnitsareal A defineres som folgende fladeintegral over omradet B:

E
A= [ —du.
BE) "
Heraf ses at omrdder med en stor verdi af elasticitetsmodulet E vaegtes hojere end
omrader med en lav veerdi af elasticitetsmodulet.

Det vaegtede tveersnittets massemidtpunkt («, ) defineres ved:

(a,B) = % ( /B xEﬁodV, /ByEEOdu) -
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Opgave 1.1

Find massemidtpunktet af det rektanguleere tveersnit pa figur 1, hvis det antages at
tveersnittet er homogent med veerdien af E = Ej i alle punkter.

Opgave 1.2

Find massemidtpunktet af det trekantsformede tveersnit som er vist pa figur 2, hvor det
antages at tveersnittet er homogent med veerdien af E = Ej i alle punkter.
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Figur 2. Trekantsformet tveersnit
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Opgave 1.3

Find massemidtpunktet af det parabelformede tversnit pa figur 3, hvor det antages at
tveersnittet er homogent med veerdien af E = Ej i alle punkter. Den gvre afgreensende
kurve er graf for funktionen f(x) = 4 — x2.

Figur 3: Parabelformet tveersnit

Hvis det tveersnit vi betragter, enten er sammensat af flere geometriske figurer, eller
integranden varierer diskontinuert, kan integrationsomradet splittes op i mindre dis-
junkte omrader (overlapper evt. pa omrdder med areal 0). Det samlede planintegral fas
sd ved at addere integralerne over de mindre omrader.

B =By UByU B3

/de”:/glfd”+/32fd”+/g3fd”'

Sa fas
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Opgave 1.4

Find massemidtpunktet af det T-formede tveersnit pa figur 4, hvor det antages at tveersnit-
tet er homogent med veerdien af E = Ej i alle punkter.
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Figur 4: T-formet tveersnit
Opgave 1.5

Find massemidtpunktet af det ellipseformede tveersnit pa figur 5, hvor det antages at
tveersnittet er sammensat af to homogene omrader. Det bla med veerdien af E = 3 - Ey,
og det rode med verdien af E = E.
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Figur 5: Ellipseformet tveersnit
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Opgave 1.6

Find massemidtpunktet af det cirkelformede tveersnit pa figur 6, hvor det antages at
tveersnittet er sammensat af to homogene omrdder. Det bld med veerdien af E = 2 - E,
og det rade med veerdien af E = E.
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Figur 6: Cirkelformet tveersnit

2. Inertimoment om tyngdepunktsakse
En tyngdepunktsakse er en akse gennem det veegtede tveersnits massemidtpunkt.
Vi flytter nu vores (x,y)-koordinatsystem sédledes at det veegtede tveersnits massemidt-
punkt bliver sammenfaldende med Origo. Da vi kan rotere koordinatsystemet om Ori-
go, er der uendeligt mange valg af placering. Vealg en placering som er hensigtsmeessig,
for eksempel sammenfaldende med tveersnittets eventuelle symmetriakser.
Vi definerer nu 3 momenter.
Innertimomentet om x-aksen:
h=[v—du (1
o= Ly ()
Inertimomentet om y-aksen:

I, = 2.~ 4 2
| i (@)

Centrifugalmomentet mht x og y-aksen:

E
ny:/Bx'y'E_OdV (3)
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Bemeerk at et tveersnits inertimomentet siger noget om hvordan materialet i tveersnittet
er fordelt i forhold til x-aksen. I, er nemlig et samlet mal for kvadratet pd afstanden
til x-aksen over hele tversnittet. Det vil sige at hvis det meste af materialet er placeret
langt fra x-aksen, s bliver I stor. Det kan f.eks opnas ved at udforme tveersnittet som
en H-profil.

Opgave 2.1

Find de 3 momenter for det rektanguleere tveersnit pa figur 1.
Opgave 2.2

Find de 3 momenter for T-tveersnittet pa figur 4.
Opgave 2.3

Find de 3 momenter for det trekantsformede tveersnit pa figur 2.
Opgave 2.4

Find de 3 momenter for det cirkelformede tveersnit pd figur 6. Find ogsa de 3 momenter
for et tilsvarende cirkelformet homogent tvaersnit med veerdien af E = Ej overalt.

3. Hovedinertimomenter

Vi ensker nu at finde det storste og mindste inertimoment omkring en tyngdepunktsak-
se for et givet tvaersnit. Vi drejer vores koordinatsystem en vinkel pd v omkring tveersnit-
tets tyngdepunktet som er placeret i Origo. Det drejede koordinatsystem har akserne p

0g q.
N SR
Opgave 3.1

Vis ved indseettelse i formlerne for momenterne (1), (2) og (3):

I, =1,- sin?(v) + Iy - cos?(v) — Zyy - sin(2v)
I; = I, - cos®(v) + I - sin(v) + Zyy - sin(20)

1 .
Zyg = E(Ix — 1) - sin(20) + Zyy, - cos(20)
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Opgave 3.2

Bestem udtryk for differentialkvotienterne %’ og %. Vis ved hjeelp af disse at maksimums-
og minimumsveerdierne for inertimomenterne I, og I, findes ved vinklen v bestemt af
udtrykket:

—2Zyy

Iy — I

tan(20) =
(Hvad ger vi hvis I, = I,,?)

Inertimomenter svarende til denne veerdi af v kaldes hovedinertimomenter. Det er det
storste, henholdsvis det mindste inertimoment der forekommer i tveersnittet. Disse benaev-
nes I; og Ip.

Opgave 3.3

Bestem hovedinertimomenterne for det rektanguleere tveersnit pa figur 1. Beskriv ogsa
hovedaksernes beliggenhed.

Opgave 3.4

Bestem hovedinertimomenterne for det trekantsformede tvaersnit pa figur 2. Beskriv
ogsa hovedaksernes beliggenhed.

Opgave 3.5

Bestem hovedinertimomenterne for det cirkuleere tveersnit pa figur 6. Beskriv ogsd ho-
vedaksernes beliggenhed.

4. Nedbgjningen af en rektangulaer bjeelke
Vi er nu Kklar til at besvare sporgsmadlet som var formuleret i indledningen.
Opgave 4.1

En bjeelke med rektanguleert tveersnit som pa figur 1 pavirkes pa midten af en kraft F.
Vi forestiller os to nedbejningssituationer: 1) Vi bgjer bjeelken om en akse svarende til
den laveste veerdi af inertimomentet, og 2) Vi bejer bjeelken om den akse der har den
storste veerdi af inertimomentet. Brug formlen (0) til at vurdere hvor mange procent
nedbgjningen om den svage akse er storre end nedbgjningen om den steerke akse.

Opgave 4.2

Lav et rektanguleert tveersnit med samme hojde og samme areal som det T-formede
tveersnit pd figur 4. Hvor mange procent nedbgjes den rektanguleere bjeelke mere end
den T-formede bjeelke?



