Linesere andenordens differentialligninger
med konstante koefficienter

v./ CH, DTU Matematik, 16. november 2012
01008 Temagvelser i Matematik 1

1 Introduktion

Denne del af temagvelsen handler om differentialligninger pa folgende form.
x(1) +bx' (1) + ex(r) = q(1),

som kaldes linesere andenordens differentialligninger med konstante koefficien-
ter.

Da dette er en lineser differentialligning, findes der en strukturseetning for
lgsningerne. Hvis vi kan finde en lgsning x,(¢) sa kan en vilkarlig lgsning
skrives x,(¢) 4+x5,(¢) hvor x;() er en lgsning til den tilhgrende homogene ligning

X'(£) + b2 (1) +ex(t) = 0.

Der er altsa interessant at lgse denne homogene ligning, og heldigvis er der
en lgsningsformel. I lgsningsformlen indgar rgdderne til fglgende polynomium

P(z) =22 +bz+c.

Lgsningerne til differentialligningen har alta noget at ggre med rgdderne i et
polynomium.

Formalet med denne temagvelse er at forsta, hvorfor redderne i et polynomium
har noget at ggre med lgsningerne til differentialligningen. Denne forstaelse
tilvejebringes via faktorisering. Nar polynomiet P(z) kan faktoriseres i to
forstegradsfaktorer sa kan differentialligningen opslittes i to forsteordens
differentialligninger.

Hvis vi regner komplekst kan et andengradspolynomium altid faktoriseres i to
forstegradsfaktorer, og analogt kan vores andenordens differentialligning altid
splittes op i to fgrsteorden differentialligninger. Dem kan vi lgse ved at bruge
panserformlen, og herved far vi etableret en eksistens- og entydighedsseetning
og lgsningsformlen.

I naeste sektion notation og hovedresultater fastlaegger vi notationen, beviser
struktursetningen og postulerer lgsningsformlen, uden dog at bevise den.

I den fglgende sektion, faktorisering, indser vi at der er en sammenhaeng
mellem at faktorisere P(z) og splitte andenordens differentialligningen op i to
fgrsteordens differentialligninger der kan lgses ved hjeelp af panserformlen.
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Da et andengrads polynomium altid kan faktoriseres hvis vi regner komplekst,
kan vi ogsa altid splitte andenordens differentialligningen op i to komplekse
forsteordens differentialligninger. Men hvad er en kompleks differentialligning
egentligt? Den ngdvendige teori for dette udvikles i sektion 4, komplekse
differentialligninger.

Da vi nu ved hvordan vi kan omdanne en andenordens differentialligning
til to fgrsteordens differentiallignigner som vi kan lgse ved hjelp af pan-
serformlen, kan vi bevise eksistens og entydighedsszetningen (det gor vi i
sektion 5, eksistens og entydighed) og bevise lgsningsformlen for den homoge-
ne differentialligning (det gor vi i sektion 6, lgsningsformel for den homogene
ligning).

2 Notation og hovedresultater

Lad b og ¢ veere konstanter og ¢(f) en kontinuert funktion defineret pa et
interval 1. En ligning pa formen

K () + b (1) +ex(t) =q(t), t€l (1)
kaldes en lineer andenordens differentialligning med konstante koefficienter.

At man siger at ligningen er af anden orden, skyldes at den anden afledede af
x indgar. Den har konstante koefficienter fordi a og b er konstanter. Det ville
give god mening at betragte ligningen hvor a = a(t) og b = b(t) er funktioner.
Den situation ser vi bare ikke her, for at holde tingene enkle.

Hvorfor kalder man differentialligningen for lineser? For at forsta det definerer
vi en differentialoperator g : C?(I) — C? givet ved

§(x(1) = 2 (1) + b (1) + x(r).
Sa kan ligning (1) skrives

g(x(t)) = q(t), 11,

og pointen er at g er lineger. Altsa, differentialligningen (1) kaldes lineser fordi
den tilhgrende differentialoperator g(x(r)) = x"(¢) + bx'(¢) + cx(¢) er lineger.

Som sagt kan differentialligningen skrives g(x) = g hvor g er lineser. Strukturen
af lgsningsrummet til en sadan differentialligning har vi allerede studeret. Den
er givet ved struktursaetningen som siger at vi far alle lgsninger hvis vi til
en lgsning leegger kernen af g. Kernen af g er lgsningsrummet til g(x(r)) =0,
som altsa svarer til x”(r) 4+ bx'(t) + cx(t) = 0. Dette kaldes den homogene
differentialligning hgrende til ligning (1). Vi har saledes folgende konsekvens
af struktursaetningen.

SATNING 2.1. Lad x,(t), t €I vere en lgsning til den inhomogene ligning

X () +bx (1) +cx(t) = q(t), t €1,
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og lad Ly, ., vere losningsrummet til den homogene ligning
K () +bxX (t) +ex(t) =0, t €1.
Da er samtlige lgsninger til den inhomogene ligning
Xp+Lpom:

F.eks. kan man verificere at funktionen x,(t) = —3¢ — 7 lgser ligningen

)+ (1) —2x(t) =t, t €R.
Hvis vi kunne bestemme samtlige lgsninger til den homogene ligning
() +x(t) - 2x(t) =0, t € R,

sa ved vi, at vi kun fa enhver lgsning til den inhomogene ligning ved at leegge
lgsningerne til den homogene ligning til x,.

Det viser sig at der er en formel til at lgse den homogene ligning.

SAETNING 2.2. Lad a,b € R vere reelle konstanter og betragt den homogene
differentialligning
X'(t) +bx'(t) +cz(t) =0, t €R.

Lad M, Ay veere rodderne i polynomiet P(z) = 22 +bz+c. Der er tre tilfelde:

e A og Ay er reelle og forskellige. Da er samtlige losninger til differential-
ligningen givet ved

kieM + ke t €R, ki ko €R.

e A =My er dobbeltrod. Set A= A\y. Samtlige lpsninger til differentiallig-
ningen er givet ved

x(t) = kie™ + ke, 1 €R, ki, ks €R.

e A og Ay er ikke reelle. Skriv Ay = o+ i med o, B € R. Sa er samtlige
losninger til differentialligningen

x(t) = k1e™ cos Pt + ke sinBr, t € R, ky,kr € R,
EKSEMPEL 2.3. Vi kan bruge satningen til at finde samtlige lgsninger
() + (1) —2x(t) =t, t e R.

Vi har allerede postuleret at polynomiet x,(¢) = —%t —% er en lgsning. Nu
kigger vi pa den homogene differentialligning

K (t)+x(t) —2x(t) =0, t €R.
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Polynomiet P(z) = 722 +7z—2 har rodderne 1 og —2. Ifplge lgsningsformlen er
samtlige lgsninger til den homogene differentialligning derfor x;,(z) = ke +
koe™?, t € R ki, k» € R. Vi bruger strukturseetningen til at konkludere at
samlige lgsninger til den inhomogene differentialligning er

1 1
x(t) = —5t= Z+k1e’+k2e‘2’, teR

for ki, ks € R.

Det geelder altsa at rgdderne i et bestemt polynomium har noget med lgsnin-
gerne til en andenordens differentialligning at ggre. Det virker umiddelbart
meerkeligt. For at forsta hvorfor der kommer et polynomium ind i billedet, sa
skal vi se at differentialoperatorer med konstante koefficienter opferer sig nar
man sammensatter dem, pa samme made som polynomier opfgrer sig, nar
man ganger dem samme. Det tager vi fat pa i naeste sektion.

3 Faktorisering

Det viser sig at man nogle gange kan lgse en andenordens differentialligning
ved at lgse to forsteordens differentialligninger. Som et forste eksempel se pa
ligningen
x(t) =0.

Man differentierer som bekendt to gange ved forst at differentiere en gang,
og sa differentiere en gang til. Altsa, hvis vi saetter y(r) = x'(¢) sa skal vi lgse
ligningen y'(¢t) = 0. Ifglge panserformlen er samtlige lgsninger til ligningen
¥ () = 0 konstanter y(t) = c1, ¢; € R. Nu er X'(¢t) = y(r) = ¢1 og ligningen
X'(¢t) = c1 har ifglge panserformlen lgsningerne cit +c;, t € R, ¢; € R.

Lgsningsrummet er udspaendingen af de to funktioner 1 og ¢. Det der satte os i
stand til at finde lgsningen var at den dobbeltafledede findes ved at differentiere
to gange. I symboler gaelder g : C2(R) — CO(R) givet ved g(x(¢)) = x”(¢) kunne
skrives som f(f(x(¢)) hvor f(x(¢)) = x'(¢).

Vi kan nu lgse en hel bunke forskellige andensordens differentialligninger,
nemlig dem som vi, lgst sagt, kan fa ved at sammensatte to fgrsteordens

differentialligninger. Vi har brug for mere notation for at vaere preecise. Definer
fx ved

Alx(6)) = (1) = Ax(r).
Sa for eksempel er f_o(x(r)) =x'(t) +2x(¢) og f1(x(t)) =x'(¢) — x(t). Hvis en
andenordens differentialoperator g kan skrives som fj, o fy,, da kan vi lgse

g(x(t)) = q()-

For at forsta dette ser vi fgrst pa et eksempel. Da fi(x(r)) = x/'(¢) —x(¢) er

f-20 fi(x(r)) = f-2(x' (1) —x(r))
=x"(t) —x'(t) +2(x (1) — x(1))
=x"(t) +x'(t) — 2x(1).
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Derfor er differentialligningen
X (t) + X (t) — 2x(t) = q(¢)
aekvivalent med systemet af differentialliginger
Fi(x()) =x'(t) = x(t) = (),
fa((6)) =y'(1) +2y(1) = q(1).

Systemet af differentialligninger kan vi lgse ved at bruge panserformlen to
gange. Lad os se pa ¢(t) =0 altsa den homogene differentialligning. Ligningen
¥ () +2y(¢) = 0 har lgsningene

y(it)=cie? teR, ceR.

Ligningen x/(¢) —x(t) = cje~% har lgsningerne
1
x(t)=¢ (cz -I—/ce_’e_zt dt> = e’ — gce_Zt,

og hvis vi seetter ¢] = —%c

x(t) = cr¢' +cre?,

hvor t € R og c1,cr € R.
OPGAVE 1. Find samtlige lgsninger til differentialligningen
X (t) +2x (1) +x(t) = 0.

Vink, vis forst at g givet ved g(x(r)) =x"(¢) +2x/(¢) + x(r) kan faktoriseres
som g = f_10f_;. Med andre ord, andenordens differentialligningen
svarer til de to forsteordens differentialligninger

X (1) +x(1) = y(1),
Y(1)+y(1) =0.
Ser lgsningerne ud som du havde forestillet dig? Tjek med Maples dsolve.
Vi har set at vi kan lgse differentialligningen (1) nar vi kan skrive
g(x(t)) = x"(t) + bx' (t) + ex(2)

som en sammensatning af to fgrsteordens differentialoperatorer fy, o fy,.
Hvornar kan vi det? Svaret er “altid”, ihvertfald hvis vi regner komplekst.

4 Komplekse differentialligninger

Lad z: I — C veaere en kompleks funktion defineret pa et interval I C R. Sa kan
vi skrive z(¢) = x(¢) +iy(t), hvor x og y er reelle funktioner. Nar de to funktioner
x og y er kontinuerte sa siger man at z ogsa er kontinuert. Hvis x og y er
differentiable, sa siger vi at z er differentiabel, og vi seetter Z'(¢) = X' (¢) + iy (¢).
Altsa, den afledede af en kompleks funktion af en reel variabel er den afledede
af realdelen plus i gange den afledede af imaginaerdelen.
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OPGAVE 2. Lad A € C betegne en konstant, og definer z: R — C ved
2(t) =M.
Brug definitionen pa den komplekse exponentialfunktion til at vise

Z(1) = neM.

Analogt med det reelle tilfaelde siger vi at Z(¢) er en stamfunktion til z(z)
hvis (og kun hvis) Z'(t) = z(r). Vi bruger notationen [ z(¢)dt til at betegne en
stamfunktion.

OPGAVE 3. Lad I CR vere et interval og antag at g : I — C er kontinuert.

Vis at lgsningsmaengden til ligningen

J(t)=q(t), 11,

bestar af funktionerne
/q(t)dt+c, tel, ceC,

ved at skrive ¢(r) = q1(t) +ig2(t) hvor g1,q2 er reelle og bruge teorien
for reelle funktioner.

Der er klart at hvis f: 1 — C og g : I — C er differentiable, da er f(z) + g(¢)
differentiabel med differentialkvotient f’(¢)+g’(¢). Vi har ogsa en produktregel
der formelt er magen til det reelle tilfaelde.

OPGAVE 4. Lad I CR vere et interval og antag at f,g: 1 — C er differen-
tiable i tallet 7o € I. Vis at da geelder

(fg)(to) = f'(t0)g(t0) + f(10)g (10)-

Vink. Skriv f(r) = fi(r) +if2(t) og g(t) = g1(t) +ig2(2).

Vi kan nu udvide forstaelsen af en forste ordens lineser differentialliging med
konstante koefficienter

2 (t) = Az(r) = q(1)
ved at tillade at konstanten A er kompleks, og ¢(t) er kompleks, for 7 € I.

SAETNING 4.1. Lad I CR og q: 1 — C vere kontinuert. Losningsmengden
til differentialligningen
2 (t) = he(t) = q(t)

bestar af funktionerne

(t)=eM (/e""q(t)dt+c), rel, ceC.
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Beuvis. Arbejdet med at bevise saetningen er allerede gjort i de foregaende tre
opgaver.

Da eksponentialfunktionen aldrig giver nul, svarer ligningen til

e M7 (1) —he Mz(r) = e Mg(1). (2)

/
Vi viser nu at venstresiden er lig <e_7"z(t)) . Ifglge produktreglen (opgave
/
4) geelder <e_7"z(t)> —e M7 (1)+ (e M)'z(r). Ifolge opgave 2 er (e M) (1) =

/
—Xe M. Derfor er venstresiden i ligning (2) lig med (e*x’z(t)> .
Seetter vi h(r) = e Mz(r), kan vi skrive ligningen
H(t) =e Mq(r).

Ifglge opgave 3 er samtlige lgsninger h(r) = [e Mg(t)dt+c,t €1, c € C.
Til sidst husker vi at A(f) = e Mz(r) og kommer frem til lgsningsformlen. [J
Ligesom med fgrsteordens differentialligninger, kan vi ogsa udvide begrebet

andenordens lineere differentialligninger med konstante koefficienter til at
omfatte ligninger pa formen

() +b7(t) +cz(t) = q(t)

hvor vi nu tillader b,c og ¢(t) at veere komplekse.

Fordelen ved at tillade komplekse differentialligninger er at vi nu altid kan
reducere en lineser andenordens differentialligning med konstante koefficienter
til to fgrsteordens differentialligninger med konstante koefficienter. Det har
pudsigt nok noget med faktorisering af andengradspolynomier at ggre.

Lad g(z(t)) = 7"(t) + b7 (t) + cz(t) veere givet. Vi udregner

faz © o, (2(1) = fo, (2 (8) = Miz(1))
= ZU(I> — (7&1 +7LZ)Z/(I) +MAs

Det betyder at g = fj, o fy, hvis og kun hvis b = —(A; +12) og ¢ = MAz. Se
nu pa polynomiet

(Z_kl)(z_xa) :ZZ_ (7\'1 +7V2)Z+7L17\,2

S& polynomiet (z—A1)(z—2A2) er lig polynomiet z? + bz + ¢ hvis og kun hvis
b=—(A+X\) og ¢ =AAy. Men det er jo den samme betingelse som for at
8= JnoM-

Vi har altsa bevist fglgende resultat.
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Observation 4.2. Operatoren g givet ved
g(z(t)) =2"(t) + b (t) +cz(1)

er lig fy, o fa,, hvor
Ala(1)) =2 (1) = ha(t)

hvis og kun hvis der gaelder fglgende lighed mellem polynomier
P4bzte=(z—M)(z—N2).

Men vi ved jo alt om at faktorisere andengradspolynomier. Det kan altid lade

sig ggre over de komplekse tal, jeevnfor fglgende opgave.

OPGAVE 5. Vis at andengrads polynomiet z> + bz + ¢ kan skrives (z —
A1)(z—A2) hvor Aj, Ay er de to, ikke ngdvendigvis forskellige, rodder i
polynomiet.

Specielt kan vi altid skrive g som en sammensatning af to fgrsteordens
differentialoperatorer fy, og fj,-

Vi finder konstanterne A; og A ved at faktorisere z2 +bz+c. Det er altsa et
vigtigt polynomium som det kan betale sig at give et navn til. Navnet er det
karakteristiske polynomium hgrende til g. Generelt defineres fglgende

DEFINITION 4.3. Lad
h(z(t)) = 2 (1) + an1 2"V () + -+ a2 (1) + a0z (0).
Sa er det karakteristiske polynomium Py(z) der hgrer til i givet ved

Py(z) ="+ an 12" '+ +arz+ao.

Med denne definition har vi at

Py(z) = 22 +bz+c,

og
Py, (Z) =z—A\.
Leeg maerke til at observationen 4.2 svarer til
v g = fa, oM

Q hvis og kun hvis
Py =Py, P,,.

Hvis vi har linesere differentialoperatorer med konstante koefficienter
kan vi addere dem og sammensaette dem. Hvis vi har polynomier kan
‘ vi addere og gange dem sammen. Tank over, at det der la bag ved
observation 4.2 var at de to typer objekter opferer sig algebraisk pa
samme made.

Matl 10/11 side 8



Nu er vi endelig klar til at formulere og bevise denne sektions hovedsaetning.

SAETNING 4.4. Se pa differentialligningen
7'(t)+ b7 (1) +cz(t) =q(t), t €1
Lad M og Ay veere rodderne i det karakteristiske polynomium P(z) =z +bz+c
(A = Xy huvis der er dobbeltrod). Sa er differentialligningen @kvivalent med
folgende system af differentialligninger
2(1) = hz(t) = w(t)
W/ (1)~ haw(t) = (1),

Bevis. Bemaerk forst at det karakteristiske polynomium P(z) = z> + bz +c er
lig (z—A2)(z—M\p). Ifolge observation 4.2 geelder derfor g = f3, o fy,. Antag

8(z(t)) = q(1), og seet w(r) = fi, (2()). Sa er fu,(w(r)) = g(z()) = q(z). Det vil
sige at z og w opfylder
2(1) = Mz(t) = w(t),
w'(t) = haw(r) = q(t).

Antag omvendt at disse to ligninger er opfyldt. Det betyder w(t) = fy, (z(t))
og fr,w(t) = q(t). Derfor gaelder

(1) + b2 (1) +c2(t) = g(2(t)) = fo, 0 fa, (2(1)) = fr, (w(2)) = q ().
O

EKSEMPEL 4.5. Differentialligningen z”(¢) 4 z(¢) = 0 svarer til systemet
af differentialligninger

(1) +iz(t) = w(t),
w(t) —iw(t) = 0.
OPGAVE 6. Del 1. Find de reelle lgsninger til differentialligningen z”(¢) +

z(t) =0 ved at bruge satning 2.2. Find dernzest den lgsning der opfylder
z(0)=0,7(0) = 1.

Del 2. Lgs systemet af differentiallignigner

7 (t) +iz(t) = w(t),
w (t) —iw(t) = 0.

ved at bruge satning 4.1 to gange. Det kan godt betale sig at starte med
at lgse for w(t) (den nederste ligning). Find den lgsning der opfylder
z(0) =0,7(0) = 1.

Hvad har lgsningen fra del 1 og del 2 med hinanden at gore?

I denne sektion har vi set hvordan vi kan differentiere en funktion
z:R — C, altsa en kompleks funktion i en reel variabel. Man kan
‘ teenke over hvad man skal forsta ved den afledede af en funktion
f:C— C, altsa en kompleks funktion af en kompleks variabel. Det
vil vi ikke beskaeftige os med i denne temagvelse.
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5 Eksistens og entydighed

Vi har eftervist at en andenordens differentialligning kan oplgses i to fgrsteor-
dens differentialligninger som vi kan lgse hver for sig. Det har som konsekvens
at vi ved at der er lgsninger. Nar vi bruger panserformlen far vi ikke bare én
lgsning, men en én-parameter familie af lgsninger. Nar vi nu far lgsningen til
en andenordens ligning ved at anvende panserformlen to gange, kunne man
gaette pa at der skal to parametre til at parametrisere lgsningsrummet. Og
det er rigtigt.

Forst opfrisker vi hvad der geaelder for fgrsteordens ligninger.

Lemma 5.1. Lad I C R vere et interval, og to € 1. Lad z9 € C veere en
konstant, og q : I — C veere kontinuert. Sa har differentialligningen

7(t)—Az(t) =q(t), t €1,

hvor A er en konstant, en og kun én lgsning der opfylder z(ty) = zo.

Bemeerk at lemmaet siger to ting. At der pa den ene side er lgsninger, men
pa den anden side ikke er sa mange lgsninger. Hvis vi tegner graferne for
to forskellige lgsninger defineret pa samme interval I sa kan de ikke skeere
hinanden. For hvis de skar hinanden i et punkt (fp,z0) sa ville de stemme
overens for alle r € 1.

Bevis. Lad h(t) = [e Mq(t) dt veere en stamfunktion. Ifplge panserformlen
er lgsningsmaengden z(t) = e™ (c+h(t)), t €I, ¢ € C, og der er en og kun én
veerdi af ¢ sa z(fy) = zo. O

Bevaebnet med dette lemma kan vi nu ga igang med at vise eksistens og
entydighed for andenordens differentialligninger.

SATNING 5.2. Lad I CR vere et interval og ty € I. Antag zo,z1,b,c € C er
konstanter, og q: 1 — C er en kontinuert funktion. Sa har differentialligningen

')+ b7 (1) +cz(t) =q(t), t €1,

en og kun en lgsning der opfylder z(ty) = zo 0og 7' (t9) = z1.

Desuden geelder, at hvis z9,z1,b,c € R 0g q(t) € R for alle t €I, da er den
entydigt bestemte losning reel. Altsa z(t) € R for alle t € R.

Fgr vi begynder at bevise setningen kunne vi maske stille os selv det kaetterske
sporgsmal “hvad kan vi bruge eksistens- og entydighedsseetningen til?” I
praktiske sammenhaenge, hvis vi har opstillet en differentialligning til at
beskrive f.eks. hvordan en bil bevaeger sig i et sving, sa ved vi at bilen
vil beveege sig pa en eller anden made i et sving. Det vi er interesserede i
at vide er blot hvordan. Altsa, det vi sgger er hvad lgsningen er, ikke om
der er lgsninger. Men denne tankegang, selvom den er forfriskende, er ogsa
for simpel. Vi kunne have opstillet en differentialligning uden lgsning til at
beskrive situationen; denne differentialligning ville nok sa blot have veeret en
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darlig model. Lige sa vigtigt, og ganske overraskende, er det at en teoretisk
seetning som 5.2 er til betydelig hjeelp i det praktiske arbejde med at finde
lgsninger. Nar vi kommer frem til en lgsningsformel for reelle andensordens
homogene differentialligninger, sa letter eksistens- og entydighedssasetningen
arbejdet veesentligt. Men det ma vente til naeste sektion, for nu gar vi til
beviset.

Bevis. Forst viser vi entydighed. Differentialligningen svarer til

() = Mz(t) = w(t)
W' (1) = Aaw(t) = q(t).

Kravene at z(fg) = zo og 7’ (f9) = z1 bestemmer entydigt w(to) ifolge den forste
ligning. Derfor er w(t) entydigt bestemt af den anden ligning. Vender vi tilbage
til den forste ligning, er nu w(z) givet, og derfor fastleegger z(#p) = zo lgsningen
z(t) entydigt. Sa der er hgjst en lgsning z(r) der opfylder de to krav z(f) = zo
og '(to) =z1.

Nu viser vi eksistens, og lader w(t) betegne lgsningen til den anden ligning
hvor w(fy) = z1 — A120. Der er en lgsning til forste ligning der opfylder z(#y) = zo.
Ved at saette t =1g i 2/ () — Mz(t) = w(r) ses at 7/(f9) = z1. Hermed har vi vist
eksistens af en lgsning der opfylder kravene.

Vi mangler at se pa hvad der sker hvis alle konstanter og funktioner der
ingar er reelle. Lad z(f) veere den entydigt bestemte komplekse lgsning, og
saet x(t) = R(z(r)). Ved at tage real-delen pa begge sider at ligningen z”(¢) +
b7 (t) +cz(t) = q(t) ses at x(¢) er en lgsning til den samme differentialligning.
Da x(19) = z(fo) og X' (t9) =7 (t9) geelder ifolge den entydighed vi lige har bevist,
x(t) = z(¢) for alle t € I, og vi konkluderer z(¢) € R for alle 7 € R. O

I det foregaende bevis benyttede vi at hvis z(¢) er en lgsning til 7”(¢) +
b7 () +cz(z) = q(t), og a,b € R, da er x(t) = R(z(¢)) en lgsning til ligningen
X'(t) +bx' (t) + cx(t) = R(g(r)). Man kan indse dette ved at tage realdelen pa
begge sider af lighedstegnet i den komplekse differentialligning. Denne lille
observation har fgrt til en hel metode til at bestemme lgsninger til lineaere
differentialligninger der er ultrarelevant for ingenigrfagene. Metoden kaldes
den komplekse geettemetode, og den ser vi pa i en anden sammenhaeng. Her
kommer vi frem til en formel for lgsningerne til en homogen differentialligning.

6 Lgsningsformel for den homogene ligning

I denne sektion vil vi bevise lgsningsformlen til homogene andenordens diffe-
rentialligninger fra sektion 2. Det viser sig, ikke overraskende, at det er en del
lettere at finde en lgsningsformel i det komplekse tilfeelde.
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SAETNING 6.1. Se pa differentialligningen
7'(t)+ b7 (t) +cz(t) =0, t €R,
hvor b,c € C er konstanter. Faktoriser det karakteristiske polynomium P(z) =
2 +bz+c=(z—M)(z—N\2). Der er to muligheder:
e De to rgdder er forskellige, My # Ay. Da er samtlige lgsninger

7\41‘ 7\,21

z2(t) = c1e™ + ™ t €R, c¢1,cp € C.

e Der er dobbeltrod A=Ay = Ay. Da er samtlige lgsninger

z(t) = creM +czte7‘t, teR, c1,c0€C.
\ N
Vi giver beviset i form af en nogle opgaver. Vi ved fra saetning 4.4 at an-

denordens differentialligningen svarer til fglgende system af fgrsteordens
differentialligninger.

Losningsmeengden er altsé i det ene tilfaelde span(eM?,e*2') og i det
andet tilfaelde span(e reM).

OPGAVE 7. Vis at samtlige lgsninger til w'(t) — Ayw(r) = 0 er givet ved

w(t) = c3e™.

OPGAVE 8. Vis dernast at samtlige losninger til z/(r) —A1z(¢) = w(r) (med
w(t) som vi fandt i sidste opgave) er

2(t) = M (C] —|—C3/€O\'2_)\'1)t dt> .

OPGAVE 9. Find en stamfunktion til fe(M_}")’ dt for A # Ay og for A =
Ao

Benyt dette til at feerdigggre beviset for seetning 6.1.

Seedvanligvis er fysiske storrelser reelle tal, og derfor ligger fokus i anvendel-
serne pa reelle differentialligninger. Men ligesom reelle tal ogsa er komplekse
tal (med imagineerdel lig nul) kan vi anskue reelle differentialligninger som
komplekse differentialligninger. Derfor hjeelper seetning 6.1 os til at finde de
reelle lgsninger, og det vil vi bruge til at bevise den reelle lgsningsformel
(seetning 2.2).

Bevis. Vi undersgger differentialligningen

x"(t)+bx(t)+cx(t) =0, t €R,
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hvor nu b,c € R. Diskriminanten af det karakteristiske polynomium er D =
b* —4c. Der er tre muligheder. Enten er diskriminanten positiv, lig nul, eller
negativ.

Forste tilfeelde, D > 0. De to rgdder i det karakteristiske polynomium er
}\’] b+\f og k b—z\/B

l@smnger er derfor

og er altsa reelle og forskellige. Samtlige komplekse

X]l‘ 7\,2l

cre™ +ce™, t €R, c¢1,c0 € C.

Hvis vi begraenser os til kun at tage reelle veerdier for ¢y og ¢z, far vi reelle
lgsninger. Vi har, med andre ord, vist at alle fglgende funktioner er reelle
lgsinger.

kieM + ket t €R, ki ko €R.

Men har vi faet alle Igsninger med? Det har vi, og det kan vi bevise ved at
bruge eksistens- og entydighedsseetningen. Lad x,(¢) veaere en vilkarlig lgsning
til differentialligningen, og saet xo = x,(0) og x1 = x,,(0). Seet x(r) = kyeM! +
koe™'. Sa er x(0) = k1 +kz og x'(0) = k1A + kaAy. Da matricen [ } i } har

2
determinant A, — A # 0 er den reguleer. Det folger at vi kan finde k; og kj sa
x(0) =x,(0) og X'(0) = x;,(O). Derfor siger eksistens- og entydighedsssetningen
at xp(t) = x(t) for alle r € R. Vi har netop vist at en vilkarlig reel lgsning x,(¢)
kan skrives pa formen kjeM! + kre?? for ki, kr € R, og kan konkludere at vi
har fundet samtlige lgsninger.

Det andet tilfselde, D=0. Sa er Ay = Ay = —%’ en reel dobbeltrod. Da de to
rodder er lig hinanden skriver vi bare A. Som for fglger det af den komplekse
lpsningsformel at

x(t) =kie™ + kot t €R, ky,ky €R

er reelle lgsninger til differentialligningen. Og igen som fgr fglger det af
eksistens- og entydighedssatningen at her har vi faet alle reelle lgsninger med.
Vi overlader detaljerne til laeseren.

Det tredje og mest interessante tilfaelde er hvis D < 0. De to rgdder er
M= M og Ay = —b= F = Ai. Vi seetter A=Ay, og skriver A = o+ iP.
Det f@lger af den komplekse lgsningsformlen at funktionerne z(r) = ceM, t €
R, ¢ € C, alle er komplekse lgsninger til den reelle differentialligning

Z'(t)+ b7 (t) +cz(t) = 0. (3)

Seet x(1) = R(z(z)) og y(t) = 3(z(t)) saledes at z(t) = x(t) +iy(t) hvor x(t),y(¢)

er reelle funktioner. Tager vi realdelen af ligning (3) far vi

X (t) +bx' (t) +cx(t) = 0,
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idet vi benytter at b og ¢ er reelle. Derfor er x(f) en reel lgsning til differenti-
alligningen. Vi saetter ¢ = k; — iky og udregner

(1) =R ((k1 - ikz)e<°°+fﬁ>f)

=R ((k1 — ikp)e™ (cos Pt +isinfr))
= k1e™ cos Bt + kre™ sin Bt.

Vi har faet vist at
x(t) = k1™ cos Bt + kpe™ sinPt, t € R ki, kr € R,

alle er reelle lgsninger. I lyset af fglgende opgave har vi fundet samtlige
lgsninger. [

OPGAVE 10. Vi bruger notationen fra ovenstaende bevis. Vi viste at nar
rodderne i det karakteristiske polynomium ikke var reelle, sa var

x(t) = kie* cos Bt + kye™ sinft, t € R ky,ky € R,

lgsninger til differentialligningen. Denne opgave gar ud pa at vise at
vi hermed har fundet alle lgsningerne ogsa i dette tilfeelde. Lad derfor
xp : I — R veere en vilkarlig lgsning. Bevis at der findes ki og ko sa
x(0) = x,(0) og x'(0) = x,,(0). Brug eksistens og entydigshedssatningen
til at vise der derfor geelder x(¢) = x,(¢) for alle r € I. Konkluder at en

vilkarlig lgsning kan skrives pa formen x(z).
Sidste opgave aben.

OPGAVE 11. I professor Fimbeldunkels daghogsnotater har man fundet
lgsningsformler til den komplekse inhomogene differentialligning z”(z) +
b7 (t) +cz(t) = q(t), nemlig

exlt i e)\Ql‘ ot
at) = Al —Ap (/e 1 q(t)dt+c1) + A — A (/e ’ q(t)dt-i—cz)

eller
2(t) = teM (/e‘“q(t)dﬂrcl) —eM (/te""q(t)dﬂrcz) .

Hvornar mon den ene formel geelder og hvornar den anden? Hvad mon
der skal gaelde om konstanterne A1, A, og A? Hvad med ¢ og ¢;7 Bemaerk
symmetrien i forste formel og der ganges med t henholdsvis indenfor
og udenfor integrationstegnet i de to led i anden formel; formlerne er
smukke ikke sandt? Kan I bevise at formlerne geelder? Prgv evt. at
starte med tilfeeldet ¢(¢) = 0. Brug gerne Maple.

Vi har i denne temagvelse taget hul pa det store og vigtige emne differential-
ligninger. Selvom vi har begraenset os til ligninger af forste- og andenorden
med konstante koefficienter, skulle vi teenke en del igennem for at forsta
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lpsningernes struktur, etablere eksistens og entydighed af lgsninger og finde en
lpsningsformel. De resultater vi har fundet generaliserer umiddelbart til n'te
ordens linesre differentialligninger med konstante koefficienter. Med umid-
delbart mener vi at selvom der skal arbejdes noget for at bevise de analoge
seetninger for hgjere ordens differentialligninger, sa skal der ikke nogle nye
ideer til. Der sker ikke noget konceptuelt nyt ved at betragte n’te ordens
ligninger i stedet for blot andenordens ligninger.
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