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Tomografi
Hvordan vi med matematik kan se det skjulte
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CTer Computer-tomografi

Greesk: Tomos = tvaersnit, graph = billede
¢ Pioneret af Allan Cormack and Godfrey Hounsfield - Nobelpris 1979
¢ Matematikken henferes til Johann Radon (1917)
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Medicinsk billeddannelse
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Billeder og matematik
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Billeder og matematik
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X2
1+ f(x1,x2)
Sort 10
Merk grd | 6
Lysgra | 2 1/2r
Hvid 0
% 12 i
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= Billeder og matematik
X2
1+ f(X'I 3 X2)
Sort 10
Merk grd | 6
Lysgra | 2 1727
Hvid 0
£(0.75,0.6)?
£(0.3,0.3)?
% 12 i
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Digitaltbillede -zoom

ONIE
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Digitalt billede - matrix

T 17
| |
X1 XN+1 X2N+1 —>  XW-1N+1
j X2 XN+2 X2N+2 - RXw-1N+2
T H X3 XN+3 X2N+3 —> XW-1)N+3
N Xy XN X3y —_— Xp2

April 28, 2023 Kim Knuden - DTU Compute Tomografi, Hvordan vi med matematik kan se det skjulte



(=}
—_—
=

i

Computer-tomografi

Idé:
@ Reangten-straler sendes igennem objekt langs alle linier
® Pa modsatte side males af objektet males stralingens intensitet
© Baseret pa malinger rekonstrueres et digitalt billede af de indre strukturer
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Rontgen-fysik

Rentgen straler opdaget af Wilhelm
Rdntgen i 1885 (Nobelpris i 1901)
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Rontgen-fysik

Rentgen straler opdaget af Wilhelm
Roéntgen i 1885 (Nobelpris i 1901)

Raengtenstraling udbredes via rette linier. Absorption farer til tab af intensitet.

count
source o229 1000
1000 500
source e 500 —
In=l2™"
source ¢ 1000 500 250 250
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Forskellige materialer og tykkelser

i

Tykkelse /, absorption x

2!
—
Iy I
[ ) —— xl —————— 9
Regntgenkilde Detektor
4 £, Lk
- -~ -
Iy L I L— I
Q@ =P X = X P i —p X —> g
Rentgenkilde Detektor
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Forskellige materialer og tykkelser
Tykkelse [, absorption x

i

£
BN
I L
° > x; —m O
Rgntgenkilde Detektor
£ £, £y
> - -
Iy I I Li—1 I
@ —> X1 =—p X3 —_— . —p X —> b
Rentgenkilde Detektor

I1 = IO exp(—X1 I1) 12 = I1 exp(—X2I2) = IO exp(—X1 I1)exp(—X2I2) = IO exp(—X1 I1 — X2/2)
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Forskellige materialer og tykkelser
Tykkelse [, absorption x

A,
Iy I
6o ——— 5 —— O
Rontgenkilde Detektor
' 4, £y
— — —
Io Iy I -1 I
@ — X1 —> X3 —p —_ 5y —> >
Regntgenkilde Detektor
Ik = lyexp(—xil — Xplo — - — Xil) = lp exp Zx,l, (:Hn( ) Zx,l,
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Mange malinger - Sinogram

-
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Mal: Rekonstruer billede ud fra sinogram

vinkel

detektor



Mange malinger - Sinogram

detektor

detektor

vinkel
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Tal-pusleril
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S I _ 55
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Tal-pusleril

i

X1+X=3 X3+x4=4

)

X1+X3=5 Xo+x4=2

W <-—--
[ QPR [ T -
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Matrix-ligning

X1+X2=3 X3+x4=4

Xt+X3=5 Xo+x4=2

11 00 X 3
001 1|[x] (4
1 010 x3| |5
01 0 1 X4 2

A x = b
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Lineaere ligningerito variable

Uendeligt mange Ingen
X5 lgsninger! X5 lgsninger!

En Igsning!

Xy Xy Xq
le+xZ:4 2x1+x2=4 2x1+x2=4
—Xq + 3x2 =5 4x1 + ZXZ =8 4x1 + sz =5
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Lineaere ligningerito variable

Uendeligt mange Ingen
X lgsninger! Xy Igsninger!

En Igsning!

X1 X1 “". X1
le+xZ:4 2x1+x2=4 2x1+x2=4
—Xq + 3x2 =5 4-x1 + ZXZ =8 4x1 + sz =5

e Lineaere ligninger i tre variable: 2D planer i 3D rum
¢ Lineeere ligninger i fire variable: 3D hyperplaner i 4D rum
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Fuldstaendig losning

R Xi 2 1
| X X = X2 o 1 +s —1

SR el LR BRI E
: : X4 1 1
3 4
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= Fuldsteendig lesning
N R Xi 2 1
| | x| |1 —1
I R X= x|~ 3] 75| -
: : X4 1 1
3 4

Uendeligt mange lgsninger - underbestemt system
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Flere malinger og ligninger

s
’

I
I
I
Iy
71
I
T
1
I
I
I
[
I
~

X1+X2=3 X3+X4:4

e
I

T

4

R 2

71
|
T
1
N

W <--|--
LR
a1
N

N X1+X3=5 Xo+Xx4=2

V2x1 +V2x4 = 5V2

a
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Flere malinger og ligninger

.\\ i Xt+X =3 Xz3+x4=4
| |\\\ X1+X3:5 Xo + X4 =2
3 4 52 V2x1 +V2x4 = 5V2

X1 3

. . Xo 0

Entydig lesning - bestemt problem x| =2

X4 2
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Endnu flere malinger og ligninger

N | | a
N I I 4
' | 4
7]
St (2
I 17
——-——\——-—7————>5
1 P
N
I NEa
T T
v
N
s \I
__-__I’____J\____>2
d N
s [N
N
Vs I I N
7z | | N
s ~ ~ o

Ingen lgsninger - overbestemt problem
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Ingen losninger - mindste kvadraters metode

4
34
2,
o~
=
14
—_— 2 =Xo=1
— —X1+4X2=8
0 —_— 23Xt Xy =4
X 1sQ
- . . 7 -

0.0 0.5 10 15 0 25 3.0
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Mindste kvadraters metode

i

Lineaer ligning opstilles i matrix
Ax=Db
Mindste kvadraters metode:

X =argminJ(x)  J(x) = |Ax — b|]?
X

Stationaere punkter
VJ(x) =0« (ATA)x = A'b.
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April 28, 2023

Mindste kvadraters lgsning

3v2
I I A 1 1 0 0
A o 0 1 1
N 1 0 1 0
a2 A=l o101 | be
R — V2 0 0 V2
s :« :« N 0 \/E \/E 0
EE 5v2
2.83
: AT T 0.33
Mindste kvadraters lgsning: A'/Ax=A'b < x= 533
1.83
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Maple!
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Nye udfordringer: Fa projektioner
400 projektioner

M

200 projektioner

100 projektioner 50 projektioner
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Tomografierogsa

Ultralyds-tomografi

Elektrisk Impedans-tomografi
Positrons-absorptions-tomografi
Seismisk tomografi
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SRP om tomografi

DTU Compute Tomografi, Hvordan vi med matematik kan se det skjulte 36


http://ct-srp.compute.dtu.dk/v3/
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Opgave

SR (T A Y

—-s4

3
3 2
@ Skriv de tilhgrende fire ligninger med fire ubekendte og find en lasning.

® Find den fuldsteendige lgsning

© Tilfej ligningen v/2x; + v/2x3 = /2 - 2. Hvilken gennemgéaende linje svarer det
til? Find nu den entydige lasning.

O Tilfgj ligningen x; + x4 = 2. Hvilken linje er der tale om? Find ved brug af
mindste kvadraters metode en Igsning (brug gerne CAS).
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